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Seiences Mathématiques 


Géométrie du triangle et du tétraèdre 


M. V. THÉBAULT, Le Mans (France) 


J. SUR LES TRIANGLES PODAIRES SUCCESSIFS. 


1. Notations. — Soient le triangle fondamental ABC, dont les longueurs 
des côtés BC, CA, AB sont a, b, c, inscrit dans un cercle (0), de rayon R ; 
H et G l’orthocentre et le barycentre ; I-le centre du cercle inscrit ; K et 
Q;, 2, le point de Lemoine, le premier et le second points de BROCARD ; 
S aire du triangle. 

On désigne par (x, y, 2) et par (x', y’, z') les coordonnées normales 
absolues de deux points M et M’ conjugués isogonaux par rapport au 
triangle ABC que, pour fixer les idées, nous supposons intérieurs au 
triangle ; par (A, u, v) et (\’, uw’, v') les abscisses des points A, B, C sur 
des axes placés sur les droites AM, BM, CM et AM’, BM’, CM’. Soient, en 
outre, | k|-; | K| les puissances dés points M, M’, par rapport au cercle (0); 
A,B,C,, A;B;G; les triangles podaires des points M, M’, par rapport à 
ABC : À, B. Pi a B,C; les triangles podaires de M, W, par rapport aux 
triangles A,B Ce f ‘BY ‘Cy; A,B Ca A;B,C les triangles podaires de M, 
M’ pour les ele B 6° ASB Rie …; A,B,C,, A,B/C,, les angles 
podaires de M, M’ pour les triangles re she AE ie Bia Ce 
RARE css 23 OR. EE À SP à RE R’ les rayons des cercles circonscrits 
à ees tbe podaires successifs. Le triangle ABC peut être considéré 

LIX, I 22 


BM) —, =(BM, a: a», 


JA 
Len ‘a rae ac,» 
= (CA, CM) =, —(CM’, CB). 
Enfin, nous supposerons que le triangle ABC est un ca acul 
laissant au lecteur le soin de déterminer les conclusions qui dev 
_ parfois être énoncées autrement, si un des angles du triangle était droit 
ou obtus. = 


sae 


2. A.C, et MB,, B,A, et MC, | B,C, et MA étant des ate de droites t 
tale dans te Pere (A, M, BA.) (B,M, C,B,), (C,M, AQ), 8 ona les 
égalités d’angles 


. (AM, AG) = (BM, BoA.) =(C,M, C,B,)—=(AM, AC)—=a, à | 
et par analogie, > 
(A,B,, A;M) = (C,A,, CM) = (B,C,, B,M) = (AB, cu 
Il en résulte d’abord que 
A, = (A,B,, A,C,) == (A,M, A Are M, A,B,) = a + a, =(AB, AC)= A, 


B, = (B,C;, B,A,) = 8 + 8, = (BC, BA) = B , (1) 
C, = (C,A,, 0,B,) = 7 + y, = (CA, CB) = Cc, 
puis, que ee 
A, =B+y7,,B,=1+a,,C,=a+8, 
A=1+8,,B,=a+7,,0,=8+4,, je 
d’où 
A +A,+A,=B,+B,+B,=C,+6,+C,=7. (8) 


De même, on a 
A, =YT+8,—=A,, B,=a+y,=B,, Ci} =B6+o,=C,, 
A,=B+n=A,,B=1+4=B,,Cs=o+8,=C,, (4) | 
A,=a+toa=A, B,=8+8 =B, C=rY+r=cC. 


Les triangles A,B,C, et A,BjCj sont donc semblables au tr tangle ABC 


K mee points M, il sont authéma tiques dans ABC et A,B,C,, ABC et 
(*). | 


(1) BERNÈS, Journal de G. DE LONGCHAMPS, 1891-109. A. BOUTIN, de, 1892-94. 
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= A, 2R 

i ees don sags 5 me k | Bg k v 

4 fans Bere yt Lneeptgtion ari ze he lar (10) - 
3 de sorte que : 

; Bate Ab, D PUR (414) 
4 Wa Yen. Yom Ni Vi Lg 2 eye pe, (12) 


Des relations analogues concernent les triangles podaires successifs de 
M' en remplaçant dans celles qui précèdent, x, y, 2,4, u, v, | k] par 
œpyloe Au vi EU. | 

Les formules (7) mettent en évidence la valeur du rapport de similitude 
des triangles ABC et A,B,C,, ABC et A;B;G, (*) - 

BC Auv =e ve BC 
MRC ays aye BC (13) 


vy ote 


(*) La relation ae a ve est due à J. NEUBERG, Nouvelles Annales, 1870-65. 
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Dés lors, les triangles A,B,C, et A3B,C, sont égaux et le rapport de 
similitude du triangle ABC avec eer i ceux-ci est égal à celui des 
produits des distances du point M, ou du point M', aux sommels el aux 


côtés du triangle fondamental. | 
L’angle (BC, B,C,) = w de similitude des triangles ABC et As B,C, est … 


égal à l’angle (MA, MA,) ; or 
(MA, MA,) = (MA, MG) “ (MB,, MC,) + cae may, ; 


et (’) 
wae (CE RER ca, AH) + (BM, SH cM, CH). 


De même, 


w’ = (MAS, M'A) = 90— (a,+ 8,4 1,) = —[90°— (a+ B+ v)]=—w, 


(MA,, M'A!) = (AM, AM’) + (BM, BM’) + (CM, CM) 
= 2[(AM, AH) + (BM, BH) + (CM, CH)], 


ce qui prouve que les côtés homologues B,C, et BiC3, ---, rencontrent 
respectivement PC, CA, AB sous des angles égaux et de signes contraires. 


Siatpty=+ +5 M= 0 (ou H), M'=H (ou 0) ou bien M=M'= 1. 


Dans ces hypothèses, les triangles ABC et A,B,C,, ABC et A;B;C, sont 
inversement homothétiques. 

Quand M et M’ sont des points remarquables dans le triangle AB, ils 
‘le sont aussi dans leurs triangles podaires successifs et la série de ces 
points se reproduit périodiquement. Ainsi : 


(0, Hy 1, 0), GHG, Hy, ie ae eG) oe ee 
(9; SE Q,, 20; (2,, SF + Q.) . 


En partant du triangle A,B,C,, on obtient les triangles podaires succes- 
sifs A,B,C, et A;B,C;, A, B,C et A,B.C;, A,B,C, et AZBjC, de M, M’, et ainsi 
de suite. Le triangles A,B,C, et A,B,C, sont sémblables ainsi que A,B,C, 
et A,B.C,, 4,B,C, et A, B ca etc.. Hunn manière générale, les tr angled 
podaires An B, Cn et AneaBnsalines sont semblables, et leur rapport de 
similitude est égal dXuv : xyz = 


On a d’ailleurs les relations 


(1) A. Boutin, loc. cit. 
(?) BERNÈS, loc. cit. 


; WB, =m. y', : 
de er que l’on obtient facilement 
BC, Au _ Nn 


Tous Hit 


8. Voici d’autres relations concernant les rayons des cercles circons- 


crits et les aires des triangles podaires successifs des points M, M’. On a 


E. d’abord, ruta 
ey ".îP# | (LE aye = R 
p> | OR | Bart ith Dur HAE eae 
q Ri NM ’v’ 73 R R! = k R! ZT R gly’ 2 R (16) 
ee oe |, © 8 Lan CRE EP TU er © 
3 de sorte que 
| 2 
ARR, ARR = ee’ = BB, (17) 


ee 


ee SLA, D ven pe eee, CNET et Lo, ey 


i... * te 
ee 
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Rg étant le demi axe non focal de la conique, de loyers M, a inscrite au 
triangle ABC. | 


De plus, 
erty Ry RY Ny SV Role 18 
ha it "à ie Eis y ( ) 
AIRE a 
e ae AR, AR | xyz 

et (19) 
; Pt Seiad) eke 
So gga gpa? nr 


On désigne par S,, S,, --- ; S, et Sj, S++» sk les aires des triangles 


es A_,B’ ,C_, et A,B,U,. Dia 
* ee ee 4 tv” 


LL avira 
CARS | 8 


stat ah ADS, 
| Hu L'& . 
4 | a : « 
de sorte sus ! k 
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ia gaol À 2 sep 3 
su x joe ee | 


ur i ‘ Mot 


ca REX 


APS 


NM) ane 
es nu C0 


2118 AI 


ou encore ar à 
se. BR 2 a R, na 
TE" (ne) à is ILE (aR: ave wy my) 
En égalant (21) et (23), on a donc 
Lee delet roi a |. 8 


d’ou 
2 
Sh = aye: 
on arrive ainsi directement a la formule précitée 
k 


ac! ar y = is Fi OR , 
ya. se’ _ wy _ | K | 
# y #8 % | OR 


(') Œuvres, t. II, p. 556. 
(?) Annales de GERGONNE, t. II, p. 93. 
(°) V. THÉBAULT, Mathesis, 1935 (Supplément, p. 17). 


Enfin, on observe que 


SARA At 
(27) Roe: So fui S Ree Slip R, elle (OR 


Done, dans tout triangle, il existe un rapport constant entre l'aire du 
triangle podaire d’un point quelconque et le rayon du cercle podaire de ce 
point par rapport à ce triangle poduire. Ce rapport constant est égal 
à celui de Vaire du triangle fondamental au rayon du cercle circonscrit 
à ce triangle ('). De plus, dans tout triangle, le produit du rayon du cercle 
podaire d'un point quelconque par rapport au triangle podaire de ce 
point, par l'aire du triangle antipodaire de son conjugué isogonal duns le 
7 triangle fondamental, est constant. Ce produit constant est égal à celui de 
x l'aire du triangle fondamental pur le rayon du cercle circonscrit à ce 
triangle. 


4. J. NEUBERG a montré qu’il existe une infinité de points conjugués 
isogonaux M, M’ équidistants du centre de la circonférence circonscrite 
au triangle ABC, c’est-à-dire tels que |k|=|k’|(*). Nous avons déjà 
signalé des propriétés de ces points, pour lesquels 

Auv = Nu'V', xy2 = xy’ = RB ; 

,. dont le lieu est une sextique admettant les points cycliques comme points 
triples, les sommets A, B, C du triangle ABC comme points doubles, les 
tangentes en ces points étant Jes côtés du triangle (*). 

Reprenant des formules antérieures, on peut ajouter d’autres propriétés 
de ces points particuliers M, M’ 


LA LA an tnt 4 
a = as, 6,= b,, C3 = C3, (a, = B,C, , ag = BG, -.-) (*) 


hMe=X7', Uy=uUY, Ve = v2", 
\.MA,=».MB,=v.MC,, N.MA,=n.MEB=—v.MC, (29) 
MA, : MB,: MC, =A:u:v, M’A,: MB: MCg= Nips vi, 
R, =R , R=R, R=R;,() R,=R7,, (80) 
Se EH) 4% Ds Dar Su: Ss ep. oD 
Gogh cher i! Ab gh Ox) fe Sapte en O23 bi els ee 
ty . by. Cy = Ay. by. Co dg - by . Cg = Ay. Bg. cg. (*) 


(1) R. GOORMAGHTIGH, Mathesis, 1934-435. 

(2) Journal de Vuibert, t. XLIV, 124. . ee 

(3) V. THéBAULT, Mathesis, 1938 (Supplément, p. lo). — V. l'HÉBAULT et R. BOUVAIST, 
Bulletin de l'École polytechnique de Timisoara, 1138, fase. 1-2. 

(4) Ces formules concernent aussi deux points M, M’ conjugués isogonaux quelconques. 


Dès lors, lorsque deux points conjugués isogonaur par rapport à un 
triangle sont équidistants du centre de la circonférence circonscrite, les 


produits des distances de ces points aux sommets du triangle sont égaux, 


de même que les produits de leurs distances aux côtés du triangle ; et la 
longueur du demi-are non focal de la conique inscrite au triangle et 
ayant ces points pour foyers est la moyenne géométrique des distances de 
chacun des foyers aux côtés-du ER ap — Parmi les triangles podaires 


successifs d'indices 1, 2, 3, ...,n, de chacun des deux points, par rapport — 


au triangle fondamental uw aux triangles podaires successifs, les triangles 
podaires de même indice ont des aires équivalentes, leurs cercles circon- 
scrits sont égaux ainsi que les produits de leurs trots côtés. 

Enfin il résulte de (19), (30) et (31) que le lieu des points du plan d'un 
triangle dont les cercles circonscrits à leurs triangles antipodaires sont 
égaux est une sexlique. 


5. Étant donné un point M dans le plan d’un polygone quelconque 
(P)= A,A, ... An de » côtés, si on appelle premier polygone podaire de 
M pour le vege one (P) le polygone (P,) = B,B, -.-- Bn dont les sommets 
consécutifs sont les projections orthogonales de M sur les côtés A,A,, 
A,A,, ---, AnA, de (P), puis second polygone podaire du point M pour 
le polygone (P,), et ainsi de suite, le n° polygone podaire (Pn) est sem- 
blable au polygone (P) et le rapport de similitude des polygones (P) et (Pn) 
est égal à 


x, . Ls "Zn 


c'est-à-dire au rapport des produits des distances du point M aux sommets 
A,,A,,..., An puts aux côtés A,A,, A.A,, ---, AnA, du polygone (P) (’). 


Il. SPHERES ASSOCIEES AU TETRAEDRE. 


1. Considérons un tétraédre quelconque A, A, A, A, et une sphère (2) 
également quelconque, de centre A. et de rayon p. he sphéres de cen- 
tres 0,, 0,, 03, O, coupent orthogonalement la sphère (2), tout en passant 
respectivement par les sommets (A,, As, A,), (A,, As, A,), (A,, As, A ye 
(A,, A., A,) du tétraédre donné. 

Désignant par O et R le centre et le rayon de la sphère circonscrite au 
tétraèdre A,A,A,A,, par d,, do, da, d, les valeurs algébriques des distances 


(*) Cfr. A. BOUTIN, loc. cit. — J. DIEUDONXÉ. Muthesis, 1937-381. 
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du point A, aux plans des faces A, À. A APT su A,4A sai A iA SASTEE par d 
la distance tie on a, en grandeur et en signe, : 


P(0,) — Po) == 200... 4, (1) 


É pain Po) étant les puissances du point A, par rapport aux sphères (0,), 


(0). Il-en résulte que 
p° — d°+ R* 
prie M EE à 


d’où, et par analogie, 
p? — dd a R? 


it fore A RA 
Of) == 6V, > ie B.O = 6V. REV 9) 
( 
1° 2 2 oy 
oe. as, ieee are: Wigs Wel ee Wo |: Se 


(or Bones d) eV. a $., S;, 5,) étant respectivement les coordonnées bary- 
centriques ne A.,. par rapport au tétraèdre A,A,A,A,, le volume de ce 
tétraédre et les aires des faces A,A,A,, A A,A,, rend A, A, Az. 

a, B, y, d étant des coefficients, les longueurs à . 00,, B . 00., + . 00s, 
0.00, sont donc proportionnelles aux aires des faces du tétraédre A AAA, 
auxquelles elles sont perpendiculaires. I] en résulte que les quatre forces 
représentées, en grandeur et en direction, par & . 00,, 8 . OO,, + . 00s, 
d. 00, se font équilibre et, par suite, que le centre O de la sphère circon- 
scrile au tétraédre A,A,A,A, est le centre de gravité du tétraédre dont les 
sommels sont les extrémités w,, W,, w,, w, de ces forces. 

Le plan Ow,w,, par exemple, passe donc par le centre G, de gravité du 
triangle w,w,w, et coupe ce dernier suivant sa médiane w,M,. Par le 
point O,, si on méne, dans le plan Ow,w,, la parallèle w,w, qui rencontre 
Ow, en X, et si Y,, N sont les intersections de la médiane OM, du triangle 
Ow,w, avec 0,0, et O,X, le théorème de MÉNeLaüs appliqué au triangle 
0,0,X coupé par la transversale OM,, donne 

OUEN SOG, 
OM 8 NOMAY OH 


d’où, puisque NX = 0,N, 


a 


OG 1c, 
OX ” Y.05 
ee = 008.0 4 2.00, 
donc 
Y,0, LR EN 
Y,0, ‘a 
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De même, les droites analogues OM,, OM, rencontrent les arêtes 0.0%, 
0,0, du tétraédre 0,0,0, O, en des points Y,, Y, tels que 


ARE = À AU d 

To | T0, 8° Si 
de sorte que les plans es Ow,w,, Ow,w, passent par le barycentre 
des points 0,, 0,, 0, chargés respectivement des masses a, B, y, et ainsi 
de suite. Le centre 0 de la sphère A,A.A,A, coincide donc, en outre, avec 
le centre des moyennes distances des points 0,, O,, 03, 0, préalablement 
chargés des masses a, B, Y, d 

La question que nous avions posée dans les Annales de la Société 

scientifique, 1924, p. 177, et qui n’avait pas reçu de réponse, se trouve 
ainsi résolue par latemalans, 


2. Cette remarque comporte des applications fort intéressantes. Tout 
d’abord, les points A; et O ayant les mêmes coordonnées barycentriques 
a, B, x, 0, par rapport aux tétraédres A,A,A,A, et 0,0,0,0,, si on désigne, 
en grandeur et en signe, par %,, U,, Us, U,, U; les volumes des tétraédres 
00,0,0,, 00,0,0,, 00,0,0,, 00,0,0,, 0,0,0,0, et par V,, V., V3, Vy, Vs 
les volumes des tétraèdres A,A,A,A;z, A,A,A,A;z, AA,A,A:, A,A,A, As, 
A,A,A,4,, on a les relations 
th oe Wen tilts Mone te ney 
Vo ot selenite Mad oe beat (4) 

Si au lieu de donner la sphère (), on fixe les quatre sphères (0,), (0,); 
(0,), (0,), celles-ci admettent une sphère orthogonale (réelle ou imagi- 
naire) dont le centre A, associé aux sommets du tétraèdre A,A.A,A, 
donne une configuration possédant les propriétés précédentes. 

Aux points A,, A,, A;, A, on mène les plans respectivement perpendi- 
culaires aux droites A,A;, A,A., A,A;, AA; ces plans, par leurs inter- 
sections trois par trois, orne le tétr aèdre antipodaire B,B,B.B, de A., 
par rapport au tétraèdre A,A,A,A,. Désignons par U., V; les siohatried de 
ces deux tétraédres. Soient de même V, le volume du tétraédre A,A,A,A. 
et U, celui de son antipodaire par rapport à A,, etc... 

Or, les points B,, B,, Bs, B,, par exemple, sont les transformés des 
points O,, 0,, 0,, 0, par l’homothétie (A;,2), et ainsi de suite pour les 
tétraédres antipodaires de A,, Ay, As, A, par rapport aux tétraèdres 
A, AA A, A,A,A,As, A, AA As, A, A, ‘A sh A, A,A,A,, de sorte que 


U, = 8u,, U,=8u,, U,=8u, U,=8u,, U,= 8a. 
En vertu de (4), on a donc 


UU UF, Bee D 
4 ae (5) 


| 
| 
| 
| 


haine 
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On retrouve ainsi des relations signalées par J. NEUBERG dans la ques- 
tion 2044, (Mathesis, 1915, p. 191), restée jusqu'ici sans réponse. 


Remarque. — Des positions particulières du point A,, par rapport au 
tétraédre A,A,A,A,, donnent lieu à des propriétés intéressantes. Ainsi, 
quand A, = G;, G; étant le centre de gravité du tétraédre A,A,A,A,, on a 


5 = AU, = AU, = AU, = AU, . i WH | (6) 


3. En conservant les notations, on peut donc résumer toutes ces pro- 
priétés de la manière suivante : 

Étant donnés un tétraédre A,A,A,A, inscrit dans une sphère (0), de 
centre 0, une sphère fixe (2), de centre A., et les sphères (0,), (0,), (Os), 
(0,), de centres 0,, O,, 03, 0,, orthogonales à la sphère (2) et passant res- 
pectivement par les sommets (A,, Az. Ay), (Ay, Az, 4,), (Ay, As, Ag), (A, 
A,, Az), les points A. et O ont les mêmes coordonnées barycentriques par 
rapport aux télraédres A,A,A,A, et 0,0,0,0, ; les volumes u,, Us, Ug, u,, Us 
des tétraèdres 0,0,0,0;, 0,0,0,0;, 0,0,0,0;, 0,0,0,0;, 0,0,0,0, et les 
volumes V,, V,, V3, V4, V; des tétraèdres A,A,A,A., A,A,A,A,, A,A,A,As, 
A,A,A,A;, A, A.A, A, vérifient les relations 

ia, Peale Fs U4 Us, 


Wer ol We SE gerd Visi myn 


et si U,, U,, U;, U,, U; sont les volumes tétraèdres antipodaires des points 
À ,,A,,A.,A,, A. pour les télraèdres A,A,A,A;, A,A,A,A;, A, A2A,A5, A,A,A.A., 
A,A,A,A,, 0n «a 


Sur les séries hypergéométriques 


M. FERNAND SIMONART 


Je m'occupe, dans ce Mémoire, de l'équation différentielle que vérifie 
une série hypergéométrique donnée, de l’ordre m, et de son intégration 
par des séries de même nature. La solution de ce problème, pour le cas 
m = ®, a été publiée par Kummer en 1835, mais figure dans les Œuvres 
posthumes de Gauss, suite à son célèbre Mémoire de 1812. Gauss déduit 
directement son équation des propriétés de la série elle-même et d’une 
propriété d’invariance de la série dérivée. Le problème général a été 
entièrement résolu en 1883 par E. Goursat à partir de la théorie des 
valeurs prises par une fonction multiforme dans le voisinage de ses points 
singuliers. Sur la fin de sa vie, le regretté géomètre est revenu sur l’équa- 
tion de Gauss (1936) qu’il traite, cette fois, à la lumière du théorème de 
Fuchs sur les intégrales régulières des équations linéaires. La méthode 
qui sera exposée ici s'inspire des mêmes principes que celle de Gauss : 
découvrir l’équation à partir d’une intégrale particulière, holomorphe 
dans le domaine de l’origine et, toutes ses intégrales, par des propriétés 
d’invariance de l’équation à l’égard de simples changements de variables. 
Mais l’analogie s’arréte là. L'originalité de la méthode consiste essentiel- 
lement dans le fait qu'une série hypergéométrique de l’ordre m peut être 
définie par une relation linéaire et homogène entre ses coefficients et ceux 
de ses m premières dérivées, quel que soit le rang de ces coefficients. Les 
2m — 1 constantes introduites dans cette définition sont liées aux « élé- 
ments » habituels de la série ou, plus précisément, aux fonctions symétri- 
ques fondamentales de ces éléments, par des relations linéaires à coeffi- 
cients les nombres de Stirling de seconde espèce. De ce point de vue, les 
séries hypergéométriques illustrent une classe de séries entières considé- 
rées dans ma note de 1938, comprenant, entre autres, les séries de Bessel, 
de Fourier et qui vérifient une équation linéaire à coefficients rationnels. 
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Li se 2 é 
84. — GÉNÉRALITÉS. 


_ 1. DEFINITIONS. NOTATIONS. : — - Une série € hypergéométri ique de l'ordre m | 
(Pfaff Pees 


oe [2] k }  # 2 

2 ay ’ (a, == 1) (1) 

est généralement définie par une pers récurrente entre les coefficients 
| 2 BCT PC Re: 

| nC) Big 10, (x)? | 

P, et Q,, , étant des polynomes entiers en n de la forme 
Ph, (= n™ + an™ "++, 

D in) a ne By iad >. Bay : 

Il est supposé que ces polynomes n’admettent aucun zéro entier positif 

ou nul, de sorte que le rayon de converg ene de la série entiére (1) est 


égal a ai 
On obtient une série hypergéométrique du premier ordre par la relation 


G14, fas o 


an nti’, © 


n 


(3) 


a = cte ; du second ordre par la relation : 


ns nv HO) +R, % (5) 
a, (n+1)(n-+ 8)’ 


a,, a, B = ctes, dont on déduit, dans le premier cas, 


: ae n—1 5 
a, = TT a (v+ a), (6) 
dans le second cas | ae 
4 "piv pave | (7) 


an — nl 7 ak V se B ? 
et, dans le cas général (2), 


A mot y™ ob oy 2e ten 8 
Sones nl n! nh VS toc on Bie te 


| On reconnait dans (6) le coafiicigat de x” de la série du binome 


Le; Qs =a) à) 


ie 
s. Sar 


tas m— 1: s semhioles fr la classe des séries en ee m. 


un passage à la limite apparente aux séries hypergéométriques I S 
cendantes entières définies par une PRE récorrente gs 4 RE à : 


Le REDO: = he 3 


le degré du polynome P n’excédant pas celui de Q. À | 
La plus simple de ces séries, dites DIRES est la série exponentielle 
définie par 


we PTT oran: | 9) 
a n-+4 @) i 
En écrivant 
a n + a 
n+1 =. lim fie 


on déduit immédiatement 


a2\—o 
= lim W(qia)= lim (4 su 
= © a ; a= os a 
De méme, en écrivant 


Any 1 | te n° + an + a, 


a, (n+ 4)(Q@+B) que AT 1)(n+B)’ 


(a, = cte), la série de Bessel, caractérisée par la relation précédente, peut 
étre considérée d’une infinité de manières comme cas limite, a, tendant 


vers l'infini, de la série 
x 
(2; 01, A; 8) 


§ 2. — L'ÉQUATION D'EULER-GAUSS 


0). 


3. LES VINGT-QUATRE INTÉGRALES DE KuMMER. — Pour représenter $ 
série du second ordre qui porte son nom 


OB 4 a(@+1)8(B+ 1), a(a+1)(a+2B(B+1)(B+2) ,, 
QE PT DRE ER CET Re CR RTC Pre 


. — 8361 — 


_et dont les coefficients vérifient la relation 


Loqa! (a + n) (B ski n) sf iy vert 
a, (+n) (y+ n)’ | at) 
Gauss (), introduisant la notation | 
F(a, B,y,2)= P, 


observe que l’on a 
dP ap ' 
d + = F(a+ 1, 68+ 4, Y + 1,x) — pr, 


ddP _ aB(a+ 1) (8+1) 
co The 1) 

- L’élimination de F’” et de F”” de la relation 

O= (r+ 1) F—(¥4+- 1) [yr (+ B+ 1) a] F’—(a+1)(B+1) 2 —2) FP", 


conduit à l’équation différentielle 


F(a-+ 9,849, v+ 2, 2) = ote Dee 1) pm, 


O= aBP —|r— (a+ p+ 0] — (@— 0a) LE 


Communément nee par E(a, 8, x), l'équation d’Euler-Gauss 
a(t — x) FY Her @+8+ 07] — apr 0 (12) 


est à l’origine des profondes recherches entreprises au cours de la seconde 
moitié du siècle dernier par Riemann, Jacobi, Fuchs, Poincaré, Tannery. 
Il semble que l’impulsion doive être attribuée au résultat fondamental 
publié par Kummer en 1836, à savoir que l’équation E(a, B, +) admet 
vingt-quatre intégrales particulières de la forme | 


2 (A — x)" F(a’, 8’, r). (13) 


Ces intégrales figurent dans le mémoire posthume de Gauss (?) où leur : 
convergence est liée aux propriétés des fonctions F. Sur la fin de sa vie, 
E. Goursat (°), dont la Thèse de Doctorat (*) (1881) comportait, suivant 
les vues d’Euler et de Jacobi, une étude de la représentation de ces inté- 


(1) Disquisitiones generales circa seriem infinitam (CARL Frreprich Gauss Werke- 
Band III, 1866 ; p. 125-162) foe ST 

(2) Determinatio seriei nostrae per aequationem differentialem secundi ordinis (Ibid., 
p. 207-230). 

(3) Propriétés générales de l’équation d’Euler et de Gauss (Actualites scienlifiques et 
industrielles, n° 333, 1936). 

(4) Annales de l'École Normale supérieure. (Supplément, 1881). 
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grales par des intégrales définies, est revenu sur le sujet a l’occasion 
d'une analyse fouillée du second mémoire de Gauss. A la lumière de la 
théorie de Fuchs sur les intégrales régulières des équations linéaires et 
tout en évitant les longs calculs de Kummer, il parvient rapidement aux 
vingt-quatre intégrales par une méthode qui s’étend d’elle-même au cas 
des séries hypergéométriques d’ordre supérieur ('). En voici les traits 
essentiels traduits en notations de Gauss. 


4. LA MÉTHODE DE E. Goursat. — Elle comporte : 1° la recherche de 
l’équation (12) eu égard aux caractères analytiques de ses points singu- 
liers ; 2° la recherche des intégrales particulières. 

Soit «= a un point singulier isolé de l’équation différentielle linéaire 


- pla) Su + q(x)y = 0 (44) 


à coefficients analytiques et uniformes dans un voisinage C de a. D’après 
un résultat classique, il existe deux intégrales distinctes, valables dans C, 
généralement de la forme 


Y; = (œ — a)* P; (a — a), (15) 
et exceptionnellement de la forme 
=(«4—a)* 9, (@—a), 
= (æ — a) [p, (x — a) log (tr —a) + w(x —a)], (16) 


pset y étant des fonctions uniformes et w + 0 dans C. 


.Lorsque a n’est pas un point singulier essentiel pour Q, et wy, be inté- 


grales (15) et (16) sont dites régulièr es pour «= a; dans ce cas, les fonc- 
tions p, et y peuvent être supposées holomorphes et différentes de zéro 
dans C. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que l’équation (14) se 
réduise à la forme de Fuchs 


Ge — ay £4 + (@—a) Pa) @ + O7 0, (D 


les fonctions P et Q étant holomorphes dans le domainé du point a. Les 
intégrales de (17) appartenant à l’exposant r s’obtiennént par la méthode 
des coefficients indéterminés. A deux racines 1, de l’équation déterminante 
D, (r) = 0 relative au point a et qui différent: d’un ‘entier, il correspond 
deux intégrales distinctes (15). Si r,—r, est nul ou égal à un entier, la 
seconde intégrale (16) présente généralement un point singulier AN 
ches Ces considérations s'étendent. à l'étude des intégrales dans le 


(1) [bid., Mémoire sur les fonétions hypergéométriques, 1883. 


~p totam 


—1363.— 


‘domaine de Vinfini a seramenant au voisinage de, os ane le:change- - 


tT? 


ment de variable 2 MRAN-2OS FANS 


Appliquée à. l'équation (14) dont toutes les intégrales sont supposées 
régulières soit à distance finie, soit à l’infini, la méthode précédente 
. introduit, pour cette eo fr forme. conactéristique de Goursat 


Cea) Ga) (a) a) Pats Qu 290, (18) 


@, -- An désignant des nombres différents et Pat » Qon—2 des dni 
‘en x de degré au plus égal à l'indice. 


Pour n = 2, on obtient, à une transformation linéaire près, l'équation 
d° TES 
D (x —1) 8 + 2 @—1) (A+ B) . + (Cx? + De + BE) y= 0, 9) 


entièrement déterminée par les racines des équations déterminantes 
Da?) =U, Dr) = 0. D (r) = 0. 5 


Or, dans une transformation de la forme 


y = ex” (1 — x)", 


ces racines sont respectivement diminuées de p, q et — (p+ q). En pre- 
nant pour p une racine de Do= 0 et pour q une racine de D, = 0, Péqua- 
tion (19) se raméne, de quatre maniéres différentes a je forme (19) 
‘d’Euler-Gauss dont les éléments a, 8, y se déduisent des racines des 
équations D, = 1 et D, = 0. 

On peut alors fonder le calcul des intégrales de l'équation E (a, B, v) 
sur l’existence d’une solution appartenant à l’exposant zéro, de la forme 
(1), valable dans le domaine de l’origine. Les coefficients an du dévelop- 
pement vérifient précisément la loi récurrente (11) et l’on obtient l’inté- 
grale particulière F (a, B. y, x) valable dans le cercle |æ| < 1 sauf au 
point x=1. La recherche des autres intégrales se poursuit alors à la 
lumière des principes rappelés plus haut. Lorsqu’aucun des nombres Y, 
y—a—B, a—B west égal à un nombre entier, l'équation d'Euler-Gauss 
admet six intégrales dont chacune peut s'exprimer de quatre manières 
différentes au moyen d’une série hypergéométrique. La restriction faite sur 
a, B, y écarte les intégrales à points singuliers logarithmiques. Telle est la 
forme précise donnée par E. Goursat au résultat de Kummer. 

La méthode que nous avons en vue s'inspire de principes tout différents 
et associe directement, à une série hypergéométrique d’ordre m,' une 
équation différentielle d’Euler-Gauss généralisée qui s'intègre par les séries 
hypergéométriques du même ordre. Nous adopterons dorénavant les 
notations introduites au $4 où les fonctions symétriques fondamentales 


LIX, | 23 


ns Nana sant te AD TORR 

nie Shn+ 8 Sint... +8 pa. 
ra 1 9 
ie Le coefficients SY, ou les nombres de String. de pren 
a! _calculent par la formule récurrente 


Sr ou 1_ps 


p 


| vi | hi Janannéitié 
obtenue en égalant les coefficients de n” dans l'identité POLE A 
ET in — p) niv, . 


CE tenu des valeurs Danticrifique 
S=0, Si=1, DE = 


Inversement, on peut donner à "la forme | | 
| n? = Tin Pan Ten (21) 

Les coefficients T}, ou les nombres de Stirling de seconde espèce, se 

déduisent de la formule 
Fg OT amp 
obtenue en identifiant les deux membres de légalité 
ne nn 
compte tenu de 
nn PTDL p nl? 
et des valeurs initiales 
CT ARS LOS OR ET D 


Ces nombres, rangés dans un tableau à double entrée, sont bien connus 


des statisticiens. Leur rôle va apparaître dans la structure ons coefficients 
des séries J et de ceux de leurs dérivées. 


a = 


a 


; 6. RELATION CARACTÉRISTIQUE DES SÉRIES J. — Soit 


eo 

4 JS de. 0, Bi D) = La, x" (22) 
__une série hypergéométrique d'ordre m, convergente dans le cercle unité, 
” et désignons par 
2 . 
a JO = E aŸ an (23) 
2 n=0 
la série dérivée cme, convergente dans le même cercle. Entre les coeffi- 

cients de J et ceux de J®, on a la relation 
a® = (n+ 1)(n4+ 2)... (n+) a,,,, (24) 
‘ 

ou, plus généralement, 
z art — (n—p+1)...(n—1)n a® = pla, (25) 
À . 

(p= DAT 2, ae tot, BZ 2 2): 

D’autre part (22), on peut écrire 
+ nos = (Penis fats... then ae, 

ou encore (25) 
ac ju + Q 
‘ OS = Than ae Te gk? ee ee (26) 
| (np 001.2; n; Maa oe 

En particulier, quel que soit = 0 ,1,2,...,ona 
n a = af, 
oP waht) 2, get, 


AU OLED e 7e Cu (27) 


2 à (é+8) (i+4) 
n“ FAUNE TE LEE Tait? + babt? + An_4 , 


Cela étant, la relation récurrente (2), caractéristique de la série J et qui 
s'écrit 
A 1s pan =, |»). Bat) dn (nan on) dn, (28) 
est réductible, en vertu de (26), à la forme simple 


1) tf 
md à + M amie + pot Mini he 
Moss LA a nte + . 4 hm Am à (29) 


| hh 7 
Nr 


, = sia F+ 7" mt a+ Mi Jnsesleria P aul 28 


(> Phe ow, ; = 5 it ER a (FES Le 40 SR 
D RE ne TN 
= o 
m TU a + es, f ce % : 
m—2 4 
Me Her Iga Bien . tt. tat 


u, = Tmt TR + Be 


ae Roget, Bet Bet lees ù 


i i. re | Bn 


re 
1a 
+ 


Pour la série J(x ; a,, a ; B,) de Gauss (m= 2), on trouve 
L=Îi+u, y= a, i m= By (34) 

Inversement, des systèmes linéaires (32) ena et (33) en B, de détermi- 
nant Punité, on peut tirer, de proche en proche, les valeurs des coeffi- 
‘cients a et B en fonction des coefficients \ et u et, de là, faire acquérir à la 


relation (29) supposée donnée, la forme (28). On observe que l'échange 
des relations (28) et (29) s'effectue suivant le schéma de transformations 


ayn Tena / doles Th envi at 10) (35) | 
vi —v) : 
B, nn “hy /: A ha #2 ? Ve 0, 1,2, .-. m—1) à 


où l’on fera 
a, = B,= À, — = = Le 
En résumé, et sous réserve d’y faire a a 0 siv< 0, la rere eLONe liné- 


aire et homogène (29) à coefficients À, u ie vérifiée quel que soil 
n=0,1,2,..., peut servir de définition aux séries hypergéométr iques 


fa a PART rie eee a Fee 


ry at a+ - 7 Far … 
ae re Cam AèreS on 
Mae SU). Sale! ates tb NT ao | Hoi 


on Prolations mettant en erence ses € éléments » À, bss * 


|. DEFINITION DES serie crasstoues. — En faisan m= 1 dans aye 
obtient, pour la série du premier ordre aie" as tv 


0 


‘i IG; À) = À — ao, : 
la relation caractéristique bises podihne late 
He. "A Man ey) ge 
Pour m = 2, on rouve la relation Les | 
sind me PS) ai Mairie in at he a, (8) 
qui convient à la série de Gauss | eg dr pr “ar = pq 2. ca I 
[(x5; À, À; Hy) | | 
| On revient aux ‘éléments Ge Ge 8 de = méme UT Te hoc 7 
| par les formules (34), ce qui i substitoe a a la relation re PTE 6 reo 


2 ee “fr Ba, n> ae a Gg + a) à, te Ha d ot in , Nm ce) 
ou, en notations de Gauss (§ 2), | 
LEA + Ya, Fa pe ns (dl + + B) On 1 + a8 An (0 


vérifiée pour toutes les valeurs entières non négatives de n. ety 
: La définition s’étend aux séries confluentes (n° 2), telles la série exponen- 
tielle (9) et la série de Bessel (10) pour lesquelles on a respectivement 


o 

2 | == AA 

4 ; ln a, 2 (n de 0, 1, 9, a 4 ( ) 
a, +(B—1a,=a,, ~ | (42) 


8. INVARIANCE DE LA DÉRIVÉE J’. — Comme application, montrons que 
l’on a, dans le cas général (2), “es | 
Ie; 0; DEEE an! ; 6), (43) 


a’, B' désignant les coefficients des transformés des polynomes P,, et 01 
dont les racines sont diminuées d’une unité. NO RE 


a = 


tia AREAS ES Lee eed LT DES as 
Rs tenu de la relation sfiven Sati nish de of WHO 


’ : (a+ 1) oe a 1; 7 a, ‘i = com 4 ‘ 

et de la condition iniliale | sppitetätaett { wala’) 7 
oi a Po) = ; = ‘ 
* 0, so) sys ' vu i 2. À nt wel 


La propriété s’étend aux dérivées successives oe: la série. C’est en partant 
de cette remarque que, dans son célèbre mémoire, Gauss est nets c = 
à l’équation qui porte son nom. 


9. SERIES HYPERGEOMETRIQUES GÉNÉRALISÉES. — Les séries J, les séries 
confluentes et la plupart des séries classiques appartiennent à une classe 
générale de séries entières sur lesquelles nous avons déjà attiré l’atten- 
tion (') et dont il est aisé de construire l’équation SN qu’ellés 
vérifient dans un domaine de l’origine, 

Considérons la matrice illimitée 


| ap 


et supposons que l’on ait constamment, à partir d’une valeur v de à et 
d’une valeur r de k, les relations linéaires à coefficients À, a constants, 


Ne ay?) + Ma a a4. + \ a + 


ptr 


î a i an i (a) : 

Nota tO Sta MER = Gate N (44) 

v ae v a") 

La + fi DT ae DAME 
ou, plus eke 


a r 
i (i) 
EE haie à MR Sone 


i=0 k=0 


(*) Annales de la Société scientifique de Bruæelles, t. 58, série 1, p. 415-4 24, 1938. 


yew 


- ®— 4 au plus. On s’en assure immédiatement en multipliant les deux 


a à CEE 14 2 
¥ | Pee LA shalt am 


f x sib l VAE nor 


z ko à pe RE ee 


& Pw) sa er un aaa de degré au plus égal à ë, et Het a} | 


holomorphe dans le domaine de l’origine et P(x) un polynome de degré 


membres de la relation (44) par «”*” et en sommant ensuite par rapport 
à indice p. 

Appliquée aux séries I(x; À,), I(x: À, À, ; oy) définies par les relations 
(37) et (38), la méthode précédente conduit aux équations différentielles 


HT die 

A — a) "+ (a, — Aa) V—AI=O. dr 

Pour la série I de Bessel (42), on obtient l'équation de Bessel == s—S 
el +48 —1)"—1=0. ee 


Une série entière, pour laquelle on aurait constamment (n = 0, 4, 2,...) 


a”) a À, a” Le ABA + LiMn = O45 


R—m—) 


vérifie |’équation d’Euler 


SANS ee Si SEA ys + ny = le), 
da” dat 


où 


§ 4. — L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DES SERIES HYPERGEOMETRIQUES . 


10. Forme pes INTÉGRALES. — La série d'ordre m 
I(a 55m), (47) 
définie par la relation (29) 
Mae a ME TE Mu 


an —m +1 n—m + 2 m1 n Am 


= 3 — 


est une intégrale particulière de a aig différentielle linéaire et 
homogène d’ordre m “os 

+ 
x ge (À = x) wy + a? (1, CE M) =" = tee es 
Tt On nn) 9 aa, di 


obtenue en multipliant l'égalité précédente par 2” et en sommant ensuite 
de 0 à l’æ par rapport à l'indice n. Cette intégrale est valable dans tout 
le cercle unité | &| < 1, sauf au point singulier æ = 1. 

D’après un résultat classique, l’équation-(48) admet, au voisinage des 

points se aH a —0, a —1 deux intégrales dictinites! l une de la mente 
à (2 — a) p(x — a), 

la fonction étant uniforme dans ce voisinage, et une deuxième, de la 

même. forme, contenant éventuellement un terme logarithmique. Dans la 

suite, on évitera les singularités logarithmiques en faisant des hypothèses 

particulières sur les coetficients \ et u. 

L’étude des intégrales de l’équation (48), dont on connait a priori une 
intégrale particulière (47), valable dans le domaine de l’origine, peut se 
poursuivre sans faire appel à d’autres principes et uniquement au moyen 
de quelques transformations simples. Pour abréger l'écriture, on se 
limitera au cas m = 9, celui de l’équation d’Euler-Gauss 


BA eye (a — hy) y —r.y=0, (49) 

que l’on ramène à sa forme habituelle en faisant (34) 
L—=i+a+sp, h, = aB , RE GT (50) 
11. INTÉGRALE GÉNÉRALE. — Rappelons que l’équation (49) admet 


l'intégrale particulière 


is I(æ; À, 5 My) (51) 
caractérisée par la relation x: 
LA 


" t 
An—1 a M4» + Ayo à LE: + À, LU , (n <a 0, a: 2 w+) = (52) 


On est conduit à une seconde intégrale de (49), de la forme 


@ 
2 
gu Pos 


n=0 
en faisant dans (52) 
‘ 
a, —= X by ’ 
LA r LA Ç 
An =X (b, + ri) , . (53) 


a, = 2" (b, + Wag, + Pr — 1) Bare) 


pie relation prend la hits c ant pour ise Hs racines 7 da l 
peur ou 


équation ti) se RE ste au changement aes she Bot 0 


Y= dal RARE RE OP TERRA tite 


L PORN AR) a 


De Sa eta) 


yu, = 2 Hi 


est une conde es particulière de l'équation (49), falls dans " 


cercle-unité, pourvu que 2 — u, ne soit pas nul, ni égal à un entier 


7 négatif. On écartera aussi le cas u, = 41 pour lequel, les racines de (54) 
_ seraient égales, de sorte que l'intégrale (55) est distincte de (51) à Hint; 


rieur du cercle-unité dès que le nombre u, n’est pas entier. 


Pour étudier les intégrales de (49) dans le domaine du pity Reese? 


7 L = TE on se raméne au cas précédent par le changement de variable 


A. 


dd), 
ce qui conduit à l'équation ‘cng 
ud —u)y” +h—m—-hu)y — my =O, © (57) 
de même forme que (49) et l’on conclut : pourvu que h, — h, ne soil pas 
un nombre entier, l'équation (49) admet, à l’intérieur du cercle C, de 


rayon 1 décrit du centre x —1, le système des deux intégrales distinctes 
TA 2); Mk Eh) 0, (1 ae) HG aes M, Hs 8) 


où , 
h, =2 1 =P) =a, 


L=nd—\+)+h;, H | 4 (D9); 


_ La méthode s'applique à la recherche des intégrales dans le domaine 
du point à l'infini. On change de variable par la substitution 
x= — 
1 


À, =: À 3". (A, A À My) (1 JF M)) , ie, 


4 


1 a ae 


Mans Leo 


FAR 2 AE ect reside i. dede! 
= MMe 


— (4, —1) r+), =0. jek OO 

On supposera, en pears es pour les raeines r,, r, de cette “AUS le 
coefficient de by } aa 
Dr a 2 7 ad A, n a 


n’est pas nul. ni égal à un entier négatif ou, ce qui revient au même, que 
r,— 1, west pas un nombre entier. Dans ces conditions, l'équation (49) 
admet, à l’extérieur du cercle-unité, le système des deux intégrales 
distinctes 


Mi 9) ae 
a(S ay ONE SN (61) 


=, +9 = wy . A= 7, (0; + 1 — 1m), 
pi = Xi + 4 Lx 


Les résultats précédents concordent, aux notations près, avec ceux 
obtenus par E. Goursat dans son Cours d'analyse (t. Il, p. 483) en appli- 
cation de la théorie fuchsienne. 


12. ÉQUATIONS DÉTERMINANTES DE Fucus. — Les six intégrales de (49), 
de la forme . 


oo” 1 (5 has Ne HN) 
(1a) (1a sy, À: ah), (62) 


a 1 
l (+ si Nie À, : ; us) 
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dérivent deux à deux des équations D 
D, (r) =P — A= n)r=0, 
x D, (ry = 1° — Œ—k+u)r=0, | ” . (@) 
DR (ner NS Tr RL D, 
auxquelles Fuchs a donné le nom d’équations déterminantes pour les 
points singuliers æ—0,x—1,x— de l'équation (49). On peut alors 
donner aux résultats du n° 11 la forme suivante : si chacune des équations 
délerminantes admet des racines distinctes r,,r,, telles qu'aucune des 
différences ir, ne soil égale à un nombre entier, l'équation (49) 
s'intègre uniquement au moyen des séries hypergéométriques. 
Dans le cas général de l’équation (48), les équations déterminantes 
| s’écrivent 
D, &)= rr — 1) = @— m+ 1) + pyr (rte (9 — mt DH ee + Mu ree 0, 
D, (7) = r(v — 2) -- (rn — m+ 1) + 0, — pu) r(r—1) «(7 — m + 9) = 0, 
Da(r)= rr +4) + (r+ m—1)— kr + 1) + m—Y) + + (1) = 0, 
ou 


Cha tà 


= 


33 ie et. 4 
| Dy OS a Un = he ia ETEUTs 


DM=7r"+ re = x | Re = he 
On vérifie alors sans peine sur ces équations que les « élémenis » X el u 
de la série 1\(~;; u) sont complèlement déterminés par les coefficients 
des équations uéterminantes D,(r) = 0, D, — 0. Cette remarque, signalée 
par Goursat (') dans le cas m—, pourrait servir de base au calcul des 
intégrales de l'équation (48). De la seconde forme donnée plus haut à ces 
équations, on déduit aussi une propriété signalée par Goursat (*) dans te 
cas m=2. La somme des racines des équations délerminantes est égale 
à Punite. 


13. Les 12m iNTÉGRALEs. — Chacune des intégrales (62) peut s’expri- 
mer de quatre manières différentes au moyen des séries de Gauss et lon 
retrouve les vingt-quatre intégrales de Kummer. 

Considérons pour cela la transformée (57) de (49) par x =1—" et 
appliquons-lui les résultats du n° 41. Les équations déterminantes de (57) 


(Loc. cit. p. Ai. 
(2) Loc. cit., p.15. 


cest une intégrale Re définie | ear les pee (59). ns 
fonction : — , a jee 1 


GNT.) à  - «. — ote reel MA a om + ie ets Ve 2 


ne cs mi # he, a don hroe si = +. Bish 
swore ve md 1» Nes wy = 0 wu HE 
Di 20e act |ON) stétias PT ab A AMTOT | a 

IG - —u;X, hi — Hi) de 10 


est une intégrale tee de (49), holomorphe dans le PH de 
l'origine et prenant la valeur 1 pour «0, si telle est la détermination — 


7 


du premier facteur à l’origine. On a donc identiquement ah 
Ah in) = (A = a) OFT AS Mu). (64) 
De méme, le changement d'inconnue ) & . 
rs a, Le 
dans (57) donne l'équation enz is Ole Oi 
eid a ea : a(t “ Monk) = 0, LUE : ne s por 
Hu AM 2a 2 y= A 1 — K+ Hn) 


ui = 2r,+2—X\, 
r,, (@ = 1,2), désignant les racines de l'équation 
M Qi d)r + à —=0. | 
Suite: a MR pomme i variable u/4 — « dans (65), on obtient l'équation | 
| JO ni SA M nf) = 0 con 2 
LA Re nas | lé | à: 
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aux intégrales Sty 


(4-4 EMSAs Je, érit iA sie 
En définitive, rac (Ao) gdmet re deux intégrales | 
a — (ge sey eri 66) 


distinctes et holomorphes dans le.demi-plan E, défini PAT LA nu 


Kd 


| 
124 
et’ prenant la valeur À à Porigine en même temps que (i LE MCes 
deux intégrales sont encore identiques a I(% 5 À,X ; 1). Si Pon revient 
‘aux notations habituelles (§ 2), on retrouve, go les De: (64) et 
(66), les quatre formes'de Kummer. Fa 


F(a, B, he 
2 eas a)’ "—* Fi, + —a, t— 8), , 


(1— 2) Le sn Lee Br), 
CORRE SD EU te = 
(1 a) I (; ae 4 ’ B, a a, 1) ? 


dont'les vingt autres se déduisent sans nouveau calcul. | 
Dans le cas général de l’équation (48), et pourvu que les racines 7; ;'des 
“équations déterminantes qu 


D, (r) = 0, D. (r) = 9 | pres 
soient distinctes et telles qu'aucune des différences .r, —+r,, À, — My ne 
soit égale à un nombre entier, l'équation s'intègre uniquement au moyen 
des séries hypergéométriques. La méthode développée ici, dans le cas 
m = 2, permet de déterminer, au voisinage des points singuliers, r= 0, 
x=1,x—, m intégrales distinctes et d'exprimer chacune d’elles, de 
nat manières différentes, au moyen d’une série hypergéométrique 
d'ordre m. Les 12m intégrales obtenues sont de la forme 


aP(l — x)I(; N,u), 


t 


x 
t étant l’une des variables x, 4 2, ap ou leurs inverses. 
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Fonction potentielle des mouvements plans 
de la molécule de benzène 
Calcul des fréquences normales planes de vibration 


des molécules 
sym-CcHsDs, para-CGHl, et para-CHeDs 
PAR 


E. BERNARD, C: MANNEBACK et A. VERLEYSEN 


INTRODUCTION. 


La symétrie hexagonale régulière plane D,, de la molécule de benzéne 
est aujourd’hui bien établie, grâce surtout aux remarquables travaux ex- 
périmentaux de KonLrauscH, INGoLD et LANGSETH et leurs collaborateurs(!). 
Une étude théorique de la fonction potentielle quadratique la plus géné- 
rale compatible avec la symétrie D,, de la molécule de benzéne a été faite 
par Mannevack (?). Des études théoriques, analogues, mais limitées aux 
forces principales de la fonction potentielle appelées d’habitude « forces 
de valence et de déformation », avaient été faites antérieurement par 
E. B. Witson et par VAN DEN BOssCHE et MANNEBACK (©). 


(1) KOHLRAUSCH. Smekal-Raman-Effekt. Ergiinz. bd. 1937. Références. 

Phys. Zeit. 37, 58 (1936), Bericht. 

Naturwiss. 23, 624 (1935) ; 25, 635 (1937), Benzolsymmetrie. 

INGOLD, etc. Jour. Chem. Soc. Lond p. 912, ete (1936), désigné loc. cit. The Structure 
of Benzene. Nature, 139, 880 (1939), S-Trideuterobenzene and Structure of B. Proc. Roy. 
Soc. A. 169, 149 (1988), Structure of B. 

LANGSETH-LORD. Danske Vid. Sels. 16, n°6 (1938). Raman Spectra of Deutered Benzenes. 

(?) MANNEBACK. Ann. Soc. sc. Bruæ. B, 55. 129 (1935). Calcul des fréquences fonda- 
mentales de vibration d’une molécule X,Y, à symétrie hexagonale régulière plane. Nous 
nous référerons fréquemment à ce travail et le désignerons par loc. cit. 

(*) E. B. Winson. Phys. Rev. 45, 706 : 46, 146 (1934). 

V. D. BOSSCHE, MANNEBACK. Ann. Soc. sc. Brux. B, 54, 230 (1924). 
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Divers essais de détermination numérique des paramètres principaux 
de la fonction potentielle ont été tentés ; nous reviendrons plus loin sur 


certains d’entre eux. Tous donnent, en général, le même ordre de 


grandeur, mais accusent entre eux des discordances de 5 à 10 %, Certains 
auteurs sont d’avis qu'il n’y a pas mieux à attendre, dans l’état actuel de 
-mos connaissances expérimentales. Nous maintenons une opinion opposée R 
nous estimons que la concordance et la haute précision des fréquences 
Raman observées exige plus de précision dans le calcul numérique de ja 
fonction potentielle. Si des difficultés se sont présentées, elles sont, 
à notre avis, avant tout attribuables aux méthodes trop approximatives 
utilisées jusqu'ici, et, tout particulièrement, elles proviennent de ce qu’on 
néglige les termes secondaires de couplage, reconnus possibles par la 
théorie. Ce qui nous renforce dans cette opinion, c’est le plein succès 
obtenu pour la molécule d’éthylène dans des circonstances semblables ('). 
Le but du présent travail est, d’abord, d’obtenir une fonction poten- 
tielle sensiblement plus précise que celles qui ont été données jusqu'ici. 
Nous nous limiterons ici aux déformations de la molécule dans son plan. 
Le critère de la fonction obtenue sera la précision avec laquelle on peut 
recalculer les fréquences des molécules G,H, et €,D, qui ont servi de point 
de départ au calcul de la fonction. Ensuite, à partir de ce premier 
résultat, on calculera les fréquences « planes » des trois molécules 
sym-C,,H,D, et para-C,H,D, et para-C,H,D,, que l’on comparera aux 
résultats expérimentaux existants. Pour la première molécule, on admet- 
tra la symétrie D,, ; pour les deux autres, la symétrie V,. La cohérence 
de l’ensemble des résultats et la précision obtenue ajouteront un argument 
de plus en faveur de la structure hexagonale régulière plane D,, de la 
molécule de benzène. 


PREMIERE PARTIE : CALCUL D’UNE FONCTION POTENTIELLE PLANE POUR LA 
MOLÉCULE DE BENZÈNE. 


Tout d’abord il s’agit d’une fonction potentielle limitée aux carrés des 
déformations planes, ce qui exclut les termes supérieurs d’anharmonicité, - 
certainement petits. Dans l’état actuel de nos connaissances expérimen- 
tales, il paraît difficile d’en tenir compte rigoureusement. Nous aurons à 
revenir sur ce point. Les fonctions cinétique et potentielle seront donc 
des fonctions quadratiques homogènes, en négligeant de très faibles 
couplages d’oscillation-rotation. Il existera aussi des modes normaux ou 
fondamentaux plans de vibration, au nombre de 21 —9 X 12 —5 
(2 translations, 1 rotation). 


() DE HEMPTINNE, MANNEBACK. Proc. Ind. Acad. Sc., A, 9, 286 (1939). Raman Effect 
and Potential function of the Ethylene molecule. 


_ Symétries.. — Notations..ip tigre: 6 ir efit oh algae a 


La symétrie ternaire de la molécule de bon rire) ordinaire €, Hy non 
déformée entraîne, comme on sait, la division des modes’ en’ une Satnaihe 
de 7 modes à symétrie ternaire, désignés dans la suite par. >, et 7 modes 
dégénérés doubles, désignés par A. La présence d’un cenire de symétrie 
‘subdivise ces derniers en deux familles, lune, AS, comprenant 4 modes 
«couplés » entre. eux, dans laquelle la’ molécule en mouvement reste 
symétrique par rapport au centre, et donnant lieu à des fréquences actives 
en diffusion Raman, inactives en absorption infra-rouge; l’autre, AA, 


comprenant 3 modes (auxquels s’ajoute une double translation) antisymé- — 


triques par rapport au centre, inactifs en Raman, actifs en infra-rouge. 
A cause de la symétrie sénaire ou, ce qui revient au même, de l’existence 


d’axes de symétrie binaires coïneidant avec les diagonales we Vhexagone — 


formé par anneau carboné (axe ox, fig. 1) ('), et d’axes binaires coïnci- 
dant avec les bissectrices des diagonales (axe oy), les 7 modes = se 
subdivisent en 4 familles caractérisées par la symétrie (x ou +) ou l’ anti- 
symétrie (oO ou —) du mouvement par rapport aux axes considérés. 
Nous conviendrons de désigner par + ou —, en premier lieu la symétrie 
par rapport à l’axe y (désignée dans loc. cit. par 7 ou 6): ensuite la 


(1) Nos axes x et y sont identiques à ceux adoptés dans notre précédent travail Loc. cit. 
et correspondent respectivement aux axes x et y chez INGOLD, p. 972. 
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symétrie par rapport à l’axe « (désignée dans loc. cit. par tou o”).Afin 


de simplifier, et puisque nous ne nous occupons que des vibrations planes, 


nous n’indiquerons jamais dans la suite la symétrie par rapport: au plan 
de la molécule (désignée dans loc. cit. par w ou 0’). On aura ainsi les 
quatre familles, reprises au tableau 1 comprenant chacune 2 modes 
couplés entre eux, sauf la dernière qui n’en comprend qu’un seul ét 


à laquelle se rattache la rotation de la molécule dans son plan. La règle 


des signes indique de suite la symétrie par rapport au centre, notée 
comme précédemment S ou A. 
Dans la suite, nous nous servirons de la notation condensée (') S,, So, 
A,, A, pour représenter sans ambiguïté les quatre familles à symétrie 
ternaire. On peut encore remarquer que les deux premières sont symé- 
triques, tandis que les deux dernières sont antisymétriques par rapport 
à l'axe principal de symétrie sénaire, perpendiculaire au plan de la 
molécule. Enfin, chez les familles S et À d’indice 1, les mouvements se: 


re 
LA? 


IDE, 2 


2 


2 


Si 


font suivant les diagonales, tandis que pour lPindice‘2 les mouvements 
sont dirigés perpendiculairement aux diagonales (fig. 2). | 

La notation usuelle (Wilson, Ingold, Langseth-Lord) pour le problème 
qui nous occupe diffère de la nôtre; indépendamment des avantages 
qu’elle peut offrir, nous sommes obligés de la conserver pour, pouvoir 
nous référer à notre travail antérieur (Loc. cit.). La comparaison est faite 
dans le tableau ci-dessous; T et R désignent une translation et une 


(1) Cette notation est la même que celle utilisée dans nos travaux concernant la molé- 
cule C,H,. 


LIX, I = 


= “ano, Vat cit; ‘ Li ed A adie une étude co | 

la symétrie des modes us noes les tree At oles 
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CLASSIFICATION DES MODES NORMAUX PLANS DE VIBRATION hye 

DE LA MOLÉCULE DE BENZENE Coy ET D AU MODÈLE. PA 


| TABLEAU F: 


| Notation Notre Notation | 
usuelle 


992 3062 945 2292 


me CRT ee Ra 0 

By |=(—+) 4, |. 2 | 0 v | (oto 

Bo, |2(+—) Ae 2 ot 0 

LE) SN PMP OC 

Ey VAS & |Ra 0. 606, 1596 ; 577, 1558; 
: .| 1178. 30187] NOT 2264 
El | 34+T | 0 LR. | 4037, 1485, 3080 | 813, 1333. 2294 


Données expérimentales. 


Le tableau des fréquences expérimentales donne les valeurs en cm1 
qui ont servi de base aux calculs qui suivent. Ces valeurs sont celles 
renseignées par INGOLD, loc. cit. (table V, p. 980), sauf, pour AS, 3048 et 
4558 au lieu de 3047 et 1559 donnés par Ingold. 

Les fréquences actives Raman sont observées dans le liquide, tandis 
que les fréquences actives infra-rouges le sont dans la vapeur. Il y a une 
certaine inconséquence à ne pas utiliser pour le calcul des données abso- 
lument homogènes. Ingold renseigne pour le liquide les fréquences 
suivantes (en cm!) actives en infra-rouges : Gil, 1033, 1480, 3076 ; 
G,D,, 811, 1002, 2288. 

Comme il est habituel, les fréquences observées dans le liquide sont 
un peu plus basses. Toutefois, dans le liquide, l'enveloppe des bandes 
d'absorption est nettement différente de celle de la vapeur, rendant ainsi 
Pattribution des fréquences fondamentales moins sûre que dans la vapeur. 


eee 
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C’est la raison pour laquelle nous avons préféré adopter les valeurs de la 
vapeur (!).” 

On sait que la fréquence AS 1596 n’est pas observée; elle est une 
moyenne, difficile à fixer avec grande exactitude, entre deux fréquences 
d'intensité voisine et formant un « doublet de résonance quantique ». 


_ d’une amplitude de 20 cm— environ. Pour juger de Vexactitude des 


données, nous reproduisons encore les résultats récemment publiés par 
LANGSETH : 
1585,9 


oH S, 9925 30615 AS 606,4 11779 juny’ 9048.3 


C.D, S, 945,2 9993,9 AS 579,8 869,1 1553,2 9965,7 


La fréquence inactive 1010 renseignée entre parenthèses correspond 
à la valeur déterminée par KonLrausen (?) comme résultat d’une discus- 
Sion très élégante des fréquences Raman chez les trisubstitués symétriques 
et les monosubstitués du henzène. Ce résultat a été confirmé par une 
discussion théorique de Lorp et ANDREws (5) et par les travaux expérimen- 
taux de InGotp (1007 cm—) et Lancsern-LorD (1044.8 cm—!) sur les 
substitués deutérés du benzène. i 


FAMILLE S,. — Formules théoriques. 


Les deux modes de cette famille sont des mouvements jouissant de la 
symétrie entière de la molécule dans sa configuration d’équilibre, 
Appelant respectivement Aa et Ac les accroissements de la distance entre 
atomes voisins CG et CH dans une déformation de la molécule qui 
conserve la symétrie S,, on a pour la fonction potentielle des mouvements 
de symétrie S, 


(1) 2U(S,) = 6[F*(Aa) + 2p*. Aa Ac + O*(Ac)?] 


où la signification physique des paramètres (forces de rappel) € princi- 
paux » F* et o* et du paramètre de couplage » p* apparaît immédiate- 
ment. Cette expression de l’énergie potentielle est identique à celle donnée 
loc. cit. (37!) : il suffit de remarquer que l’on a, dans le cas actuel pour les 
coordonnées symétriques X, et X, du texte les relations, immédiatement 
vérifiées à partir de leur définition, 12 Aa = X, et 12 Ac = X, — X, 
(loc. cit. (19)). Il en résulte (loc. cit. (38)) les formules suivantes pour les 


(1) La même chose a été faite pour l’éthylène et ses dérivés, où l’on peut très bien se 
rendre compte de l'influence exercée par le choix qui a été fait sur la fonction poten- 
tielle. 

(2) Naturw., 23, 623, 1935 ; 25, 635, 1937. 

(3) Jour. Phys. Chem., 41, 149 (1937). 
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fréquences propres (Q — 2m x fréquence) : 
, DIU CAE 


ANF ee PS OC PME 
si Q? , Qr— Fro? — (0°)? 
LEE Mm » 


abi 4/u=1/M+41/m, où m représente la masse de l’atome d’hydro- 
gène et M celle de l’atome de carbone. | 


i a 


Anharmonicité et Rapport d’isotopie. 


æ à ad Meme 


On déduit le rapport d’isotopie t, indépendant des paramètres de la 
fonction potentielle : ; 


Ot QM ra | 
(3) 1(S,) = mae Æ VAS = 1,135  (théor.) 


où les indices H et D se réfèrent à C,H, et €,D,. 
On a adopté, en unités atomiques, 


My = 4.008 m,, = 2,014 


ate 3 | 
7 = 1.07540 > = 057956 (1) 


valeurs qui seront utilisées dans tous les calculs ultérieurs. 
Les valeurs expérimentales données dans le tableau | donnent 


t= 1,4023 (expér.) 


soit une différence de 0,80 % entre les deux valeurs de T. 

Le désaccord, comme on sait, provient de ce que l’anharmonicité 
diminue les fréquences propres observées, par rapport aux fréquences 
d'oscillation d’un mouvement à amplitudes infiniment petites ; c’est à ces 
dernières seules que s’applique la théorie basée sur une fonction poten- 
telle quadratique. De plus, l'effet d’anharmonicité est plus important 
pour un système oscillant où les masses sont plus faibles, soit ici pour 
GE, 

Si l’on admet, ce qui est sans doute fort approché de la vérité (°), que 
l’anharmonicité du mouvement est essentiellement localisée dans la 
déformation CH, on peut compléter la fonction potentielle par des termes 
d’anharmonicité (Ac) et (Ac)*. La théorie (*) montre qu’un seul paramètre 
indépendant intervient dans les formules donnant les fréquences ; ce para- 


(1 La valeur exacte de 1/up, correspondant au choix fait pour mp, aurait du être 
0,57986. 


(?) Comp. DELFOSSE et pe HEMPTINNE. Ann. Soc. Sc. Brur. B. 56, 313 (1936). 
(*) BoRN-JORDAN. Elementare Quantenmechanik. Berlin. 1930, p. 203. 
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 mêtre est déterminé par l’écart entre le rapport d’isotopie « théorique » 
(c’est-à-dire sans anharmonicité) et « expérimental » (). 

Les 4 équations (2) fournies par les 4 fréquences S, observées chez 

CH, et C.D, sont maintenant devenues compatibles et permettent la 


détermination des paramètres F*, d* et p* de la fonction potentielle. 
On trouve ainsi les valeurs 
pr 0/293 Og = 5,096 
ES = 7052 o> = 5,190 

déjà obtenues précédemment (!). 

Pour avoir un sens physique, le procédé qui vient d’être indiqué exige 
… évidemment que la même correction d’anharmonicité effectuée sur la 
_ fonction potentielle soit utilisée dans les calculs des fréquences des autres 

familles de symétrie, ce qui devrait rendre chaque fois les rapports 

d’isotopie € théoriques » et « expérimentaux » de ces familles compatibles 

entre eux (voir plus loin). Or, tel n’est pas le cas pour la molécule de 

benzène ; pour la molécule d’éthyléne, cependant, le procédé a pleine- 

ment réussi. 

On pourrait conclure de ce qui précède que, dans le cas de la molécule 

de benzéne, l’anharmonicité de la liaison CC intervient également. On 
- constate de plus que la valeur du coefficient de couplage p+ est très sen- 
sible à l’adjonction des termes d’anharmonicité et à leur différente répar- 
tition sur les liaisons CH et CC. D’où nous estimons que la valeur, d’ailleurs 
relativement élevée du paramètre pt donnée ci-dessus, n’a pas de signifi- 
cation physique établie. Aussi, faute de données sûres, nous le négligerons. 
De même, nous aurons à tenir compte partout dans la suite de l’anharmo- 
nicité. Ceci introduira, nécessairement, par la discordance entre les rap- 
ports d’isotopie théoriques et expérimentaux, une incompatibilité mathé- 
matique de l’ordre de quelques centièmes entre les équations aux produits 
des fréquences pour C,H, et G,D,. Dans des cas analogues, certains auteurs 
ont plus ou moins arbitrairement « corrigé » ou rendu compatibles (par 
la méthode des moindres carrés p. ex.) les données expérimentales, ce qui 
a des répercussions souvent importantes sur la valeur finale des para- 
mètres de la fonction potentielle. à 

Une autre méthode consiste à traiter le problème séparément pour Goll, 
et UD, et, si l’on obtient des valeurs des paramètres potentiels assez Voi- 
sines, d’en prendre la moyenne arithmétique. Dans le cas présent, on 
obtient, (p* = 0} (en unités < 10° dyn/em) 


FT = 7,590 CD. : F* = 7,638 
ot = 5,059 RP" = 5,120 


() Mannwpack.’Ann. Soc. Sc. Bruæ. B. 55, 237 (1935). 
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soit des erreurs bien réparties, n’excédant jamais 0,3 °/, des fréquences. _ 


La précision des mesures (< 1 cm—1), dans ce cas-ci, dépasse encore celle — 


du calcul. A approximation indiquée, on constate qu’il est absolument 


inutile d'introduire le couplage p*, car son influence apparaît moindre | 


que celle de lanharmonicité. 


Dans la suite, pour les autres familles de symétrie, nous opérerons die 


fagon analogne pour tenir compte de l’anharmonicité ; nous en appré- 


cierons l’importance par la différence, exprimée en p. entre la valeur 


théorique et la valeur expérimentale da rapport d’isotopie. Cette diffé- 
rence ne dépassera pas 1,5 °/.. Une variante, qui sera utilisée plus loin, 
consiste à remplacer les valeurs expérimentales des deux expressions 


ma. RS > et m,(Q'.Q")? 


qui devraient être égales, par leur moyenne arithmétique ; ce procédé ne 
modilie que de très peu les valeurs calculées plus haut et ne change rien 
aux conclusions qu’on en tire. C’est le moyon le plus commode de rendre 
compatibles les systèmes d’équations aux fréquences pour C,H, et C.D. 


FAMILLE A,. — Deux modes totalement inactifs. 


Pour la raison qui vient d’être exposée, nous négligeons le couplage 
entre les deux modes ; la fonction potentielle des modes de la famille A, 
se réduit ainsi à (loc. cil: (37') et (20) 


(5) 2U(A,) = 6[G@ (aAa)°+ ® (Ac)*] 
où Ac désigne la variation de la distance entre deux atomes C et H contigus 


oti FEQ noise : 


+ 


| — 385 — 


et Aa la variation de langle CCC, 


4 a partir de la configuration au repos 


ci (120°). Dans la famille Ae cette variation, la même en valeur absolue, — 

? cer de DV de signe pour les sommets successifs de Phexagone 

. 651 pour lélongation radiale, Ac. 

| Ici, nous ne disposons plus que d’une seule donnée expérimentale, la 

1 fréquence 1010 cm chez C,H,, alors qu’il y a deux paramètres à déter- 
miner. Les équations aux fréquences sont (loc. cit. (39)), négligeant le 


couplage À 


QQ’? + Qu _. + ao 
= (6) des 
F , Qre Qe — ® ci 49G— 


mM 


A 


Pour pouvoir calculer 7 et GT, il faut des données supplémentaires 
qui seront fournies par la molécule C,H,D, — sym. Nous résoudrons le 
problème plus loin : on obtient ainsi les valeurs (unités x 40° dyn/em). 


D = 5,005 
(7) G = 0,6578 
À = 0,0 
Famities S, er A,. — Un et deux modes totalement inactifs. 


— 


Les données fournies par l’expérience à partir de C,H, et C,D, sont nulles 
ou ne permettent pas de conclure (bandes de combinaison en I. R.). Ce 
n’est que par l’étude des substitués C,H,D, (e+ y — 6) que l’on peut 
attendre des informations expérimentales (Lord-Langseth, loc. cit.). Nous 
reviendrons sur ce point dans la seconde partie de ce travail. 


FAMILLE AA. — Trois modes dégénérés doubles, actifs en Infra-rouge 
seulement. 


Le rapport d’isotopie a les valeurs 
Theor = 1 905 T exper = 4 908 


ce qui indique une assez faible anharmonicité, surtout si l’on remarque 
que l'écart de 0,89 % doit se répartir sur les fréquences de la famille. 
Suivant ce quia été détaillé à propos de la famille S,, nous essayerons 
d’abord de déterminer séparément une fonction potentielle pour C,H, et 
CDs. 

On dispose de 3 fréquences connues dans chaque cas, ce qui devrait, en 
principe, permettre la détermination séparée pour G,H, et UD, des 
3 paramètres € principaux » K,,®,, F, de la fonction potentielle complète 


beatae" Aa VS æ | cos p —Aa,,= Aa,,.= v3 x | sin @ 
(9) —Aa, = Aa, =¥3) a | cos (o + “y ee | sin (e+ = 
— Aa, = Aa, mr |æ | cos (o+ —Aa,,=Aa,,= vs, x sn (o Eu | 
—Ac,= Ac,= a 2 cosy, . —AT;= ENTRER Fes IX, sin Wy 
—Ac,= 6, À a cos (y, = a —Ay,=Ay,= a x &, ne (vit 7 
Apes Ness ‘| SE. cos (w, + x) Alpe, felons oe À | se, a (ve in 


: que fies en ae marquées dant 0 sont ¢ éfinies liné 


en fonction des coordonnées cartésiennes des mass Get H, (loc. ci 
1, 2, 19’, 21’, 22”). Ces trois coordonnées sont symét ques, C.-à-d. qu’ 
nent annuler identiquement pour toute déformation de la molé 
ne possédant pas la symétrie considérée ici, soit AA. 
De plus, ce sont aussi des coordonnées internes, en entendan ant par à de + | 
expressions décrivant simplement les déformations de la molle, À ge 
vérifié immédiatement, à partir des éq. 19, 20, 2, 22, loc. cit , 


relations suivantes, caractérisant toute déformation possédant la ae 
AA : 


ts) 


Dans ces formules, Aa, représente l’accroissement de langle intérieur 
C;_,0,G,,, del' hexagone : Aa, ;4,, l'accroissement de la distance G,C,,,; 
Ac, Paccroissement de la distance C,H, ; Ay,, l'angle formé dans la molé- 
cule déformée par la direction CH, avec la bissectrice prolongée de l’angle 
G,_,C,C;,,, compté positivement dans le sens de rotation de l’axe oy vers 
Paxe ox. Enfin, a et c représentent respectivement tes distances entre 


vi Fe: 
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in constate que la coordonnée (complexe) x détermine, pour les 
ons de symétrie AA, la déformation de l’hexagone C,, tandis que 


les coordonnées (complexes) OC et Ce # déterminent Pune, les défor-. 
oe; ; ie \ A , + Sa : any = AS Are \ 
mations C,H, et l’autre, les déformations angulaires H,C,C,,,- La signifi- 


cation physique de chaque paramètre de la fonction potentielle (8) devient — 
_ ainsi absolument claire. = - inde rs borR TEEN) | 


Ona (loc. cit. éq. 46) pour les fonctions symétriques de degré croissant 
__ des racines de l’équation déterminante aux fréquences des modes AA, en — 


ote Je Sis V { one ASE ne hayes 
_ négligeant les couplages 7 (Qa 7305.901° Y= ge encm—! K, 0, F 


en unités 10° X dyn/cm.) 
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On a cherché pour C,H, un système de trois paramètres (’), K, ®, F, 
satisfaisant aux relations ci-dessus, en opérant par tahoe met Oe facon 
suivante : prenant pour ® une série de valeurs BS: 492 0,05 oF 
+ =e P * 
voisines des valeurs connues pour 7 et m ), on résout la premiere et 
la troisième équation par rapport à À et [ ; on porte dans la seconde 


Te NON TETE TE 


(1) Nous supprimons l'indice A dans la suite. | ; sa 
* Les équations (10) sont identiques à celles obtenues par développement du détermi- 


nant (38) chez WiLson, Phys. Rev. 45, 708 (1934), à condition de négliger avec cet auteur 
L 2 oe ie qu 1 , 
tout couplage, ce qui revient, dans nos notations, à poser DT = DT = a= Ps, ete 


pare 
et la théorie dépassant un certain degré, il est impossible, comme 
fait jusqu'ici, de négliger tous les couplages de la fon:tion poten k 
_ Avant de passer à la détermination des couplages, il importe de se rendre 
un compte exact de l’approximation qui peut être obtenue sans utiliser 
ces grandeurs auxiliaires. bc: ANNE 
Pour ce, nous choisissons un système de paramètres obtenus par le 
procédé indiqué et vérifiant le moins mal possible l’ensemble des trois 
équations imposées. Nous adoptons ainsi 


r 


= 5,07 ent ht 
CH:  T— 0,803 C.D, >| £22 0/865 
3 k= 12,519 | 5 K = 19,115 


On remarque, en passant, que les deux systémes différent en % de 
beaucoup plus que l’on n’aurait attendu à partir du faible écart entre les 
constantes d’isotopie, ce qui confirme que, si les valeurs obtenues ne sont 
pas satisfaisantes, ce n’est pas principalement à cause de l'anharmonicité. 
Les équations aux fréquences (10) permettent de recalculer les données 
initiales et ainsi de juger de la valeur de la fonction potentielle approxi- 
mative qui vient d’être calculée (Fréquences en cm—). 


TABLEAU Ill 


CH CD , 
calc. observ. erreur en % cale. observ. erreur en % 
990 1037 — 4,6 : 780 813 +1 
1550 1485 4,4 1370 1333 2,8 
3050 3080 nr 2294 2244 0,0 


Cest approximation dont on s’est contenté jusqwici. Afin d’obtenir 
mieux, nous -considérons à présent les couplages. Il y a avantage, pour. 
les calculs, à utiliser les équations aux fréquences complètes, telles qu'on 
les obtient par la méthode des coordonnées symétriques. On en déduit 
comme cas particulier les équations (10), réduites aux paramètres poten- 
tiels € principaux », qui viennent d’être utilisées. On a pour l’équation 
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Aux trois paramètres principaux K, ®, 1 viennent s'ajouter les trois 
paramètres de couplage p, v, x définis par la fonction potentielle (8). 
Comme on l’a montré dans loc. cit., il n’y a pas de fonction plus générale 
que (8) ou ses transformées équivalentes. tant qu’on se limite aux carrés 
des petites déformations de la molécule autour de sa position d'équilibre. 

A cause de l’anharmonicité qui crée une petite différence entre la 
valeur théorique, donnée par (11), et la valeur expérimentale du rapport 


d’isotopie, on serait conduit à une légère incompatibilité entre les trois 


équations relatives à C,H, et les trois relatives à C,D,. Comme il a été dit 
à propos de la famille S,, nous ramenons les deux équations en s, à une 
seule en adoptant la moyenne arithmétique des deux valeurs voisines (à 


moins de 1 °/, 


Mu Un - (sa) et Mn Un. (ss)p 


Il reste un système de 5 équations indépendantes pour déterminer les 


6 paramètres de la fonction potentielle complète. Une indétermination 
subsiste, qui ne pourrait être levée que par comparaison avec les valeurs 
des fréquences de certaines molécules substituées C,Hab, («+ y — 9), 
comme nous le ferens pour la fonction potentielle de la famille A,. Toute- 
fois, dans le cas actuel, la question se complique fort ; nous préferons 
atteindre une solution provisoire déja fort approchée en disposant arbi- 
trairement de l’un des paramétres : nous ferons x* = 0, ce qui simplifie 
un peu les calculs. 


= 900 = 


Il importe bien de-remarquer que la nécessilé de couplages est inélucla- 
ble, dès que l'on veut dépasser une précision de l’ordre de celle indiquée 
au tableau III. Ce qui est resté indéterminé pour le moment, c’est la pro- 
portion relative dans laquelle interviennent les trois couplages, car on ne 


dispose que de deux relations pour les déterminer (’). La signification 


physique de l'hypothèse ks —0 résulte de examen de la fonction poten- 
tielle (8) : nous négligeons les termes contenant le couplage des élonga- 
tions CH avec les angles HCG voisins; par contre, nous retenons le 
couplage de cet angle avec l’angle intérieur voisin Ci 1 Ci Ci + 1 (a) et le 
couplage des élongations voisines CiHi et CiCi + 1 entre elles. A l’appui de 
cette hypothèse, remarquons, en nous basant sur les résultats bien établis 
pour C,H,, que les couplages distance-distance sont beaucoup plus impor- 
tants que les couplages distance-angle ; ensuite que les couplages entre 
angles voisins n’ont pas pu être négligés chez C,H,. Er 

La résolution numérique du problème posé s’est faite simplement en 
partant de la moyenne des valeurs approximatives déjà obtenues pour les 
paramètres principaux À, ®, [, celles-ci donnent un système de paramé- 
tres U,, Vo etc. A partir de ce système, par variations linéaires appliquées 
aux équations (11), on tire le système des valeurs corrigées U, V, ... sui- 
vant (unités X 10° dyn/cm). 


U= Wo= 2,923 T= "w= Ho 

Vo= 46,774 V = 15,470 

(13) u = — 3,409 u = — 4,397 
v= 2,089 v= 9197 

w = — 1,603 w == — 41,822 


Il est indispensable de recalculer les fréquences ayant servi de point de 
départ au calcul. On obtient, en em—! 


TaBLeau IV 


CH CD 
calc. observ. erreur % cale. observ. erreur % 
1035 1037 —:0,20 | 800 813 — 1,60 
18h 1485 0,0 | 1340 1333 0,52 
9081 3080 0,0 | 2295 2294 0,0 


(à) La situation est identique à celle qui s’est présentée dans une première étude de la 
fonebon potentielle dans CH, par VERLEYSEN et MANNEBACK. Ann. Soc. sc. Brux. B. 56, 
349 (1936). Nature, 138, 367 (1936). L’indétermination a pu être levée plus tard par 
lCHANG, Ann. Soc. sc. Bruw., L. 58, 87 (1937). 
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Bats moyen de (12), on calcul 
#3 cule les walours) des aramètres I 

| suivants (unités 40° X dynfem) : ve Mr iye Ba ML 
ay ee v= 0,620 
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eS FAMILLE AS. — Quatre modes dégénérés doubles, actifs Ra seulement. 


F4 


1 5) 


On a (loc. cit. 37, 19 et suiv.), avec les notations déjà définies pos 


AA, l’expression définissant les paramètres potentiels 


lem a Pas Tie ee GANT) 
+ hee YP br YO E(Y Of a ne 
RU, +0 %)+ Fa (WH, +) 
+BY tr Yt BY + Y) 


Les quatre coordonnées indépendantes y, y; Y 7 Y , ainsi que leurs 
q 1 2 


conjuguées, marquées d’un astérisque, sont définies linéairement en fonc- 
tion des coordonnées cartésiennes des masses (, et H, (loc. cit. équations 
4, 2, 19”, 20’, 21’, 22). Ces quatre coordonnées sont symétriques, c’est- 
à-dire qu’elles doivent s’annuler identiquement pour toute déformation 
de la molécule ne possédant pas la symétrie considérée ici, soit AS De 
plus, ce sont aussi des coordonnées internes décrivant simplement les 
déformations de la molécule, comme on le voit par les formules qui 
suivent. (Loc. cit. équations 19 à 22 ; notations définies comme pour AA, 
plus haut). 


Aa, = Aa,=— gly !cos Q, 


On 
Aa, = Aa, = = lvl cos (o+ S| 


4 
Aa, = Aa,= aR cos (e+ 3) 


AC OC, == + | Y, {cos y' 


an am à [84 ftw 35 
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Path ESS 


y| cos 5 


Aa,, = A, = at y| cos (+ 


1 — , 9 
Aa;,= Aa, = a yl cos (e+ 


I he AT 4 [9 | sin Y, 


w= on. Lf inne 
dn 


Ac, = 4e, SA. ‘cos (un + +) 


Ay; = At |. |sin (v.+ 3 


La coordonnée y détermine, pour les déformations de symétrie AS, la 
déformation des angles intérieurs seulement de l’hexagone (,, tandis 


que la coordonnée y en détermine seulement les déformations des côtés. 


OY détermine les déformations des distances C;H; et Yf les déformations 
des angles HiGiCi +1. La signification physique de chacun des 10 para- 
mètres de la fonction potentielle (15) est ainsi bien établie. On remarque 
que ce nombre de paramétres indépendants correspond bien au nombre 
maximum possible pour une fonction quadratique homogéne a quatre va- 
riables indépendantes, correspondant aux quatre modes de symétrie AS. 

On peut procéder comme il a été dit pour A4, en négligeant d’abord 
les couplages et en se servant des équations aux fréquences simplifiées 
suivantes résultant de cette hypothèse (loc. cit. (48)) (*). (Définitions, voir 
eq. (10) plus haut.) 
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(1) Le terme 27/4. GT en seconde ligne manque loc. eit. eq. 48; cet erratum avait déjà 
été signalé en fin du travail Ann. Soc. sc. Brux. B. 55. 237 (1935). 
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mee B+ BY (sa) 


A noter que, dans les formules (47), il faut ajouter un indice s qui a été 
supprimé : Fs,Gs,5,ls (). 

Pour C,H, et C.D, séparément, on a un système de quatre équations 
entre les quatre paramètres principaux Fs, Gs, Os, Ts (*). Appliquant une 
méthode de tâtonnement, on est finalement mené à devoir vérifier l’éga- 
lité numérique des deux membres de la première des équations, celle 
donnant la somme des carrés des fréquences. Le résultat pour C,H, est 
représenté graphiquement fig. 3 ; les abscisses représentent les valeurs 
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Fic. 3 (*). 


() On vérifie que nos équations (17) sont identiques a celles obtenues par développe- 
ment du déterminant (39) chez Wilson, loc. cit; ily a lieu de faire la même remarque 
que dans le cas de AA, eq. (10), concernant les couplages. 

(2) On supprimera les indices S$ dans la suite. , . 

(*) Le trait interrompu doit être prolongé de façon continue ; 11 représente les valeurs 


du paramètre F. 


_ section des deux courbes. On voit que, à 
il est impossible de résoudre le problème posé. — . 
On remarque la «sensibilité» particulière du ie rae 
courbe représentative est fort inclinée sur l’axe des abscisses. | a 
que même le choix approximatif d’un système de paramètres estn 
sairement entaché d’un gros arbitraire. Quant à la valeur d'un tèle 
le tableau suivant en donne une idée. iq Vea) AWE the. © 
‘Un choix de paramètres potentiels principaux, obtenu par une autre | 
méthode de tâtonnements (’), est le suivant, où les fréquences, en em—1, 
sont DE aes au moyen des paramètres (unités 10° X dyn; em). ro iy 


TABLEAU V 
CH ÿ : CDs 
calc. observ. erreur %| cale. observ. erreur % 
F,=5,785 | 616 ~~ 607 1,5 | 596 815 Van 
G, = 0,692 1105 1176 — 5,9 798 870 — 9,0 
D,—5,195 | 1652 1595 3,6 | 1585 1554 2,0 
F,= 0,845 3083 3048,5 ui 2298 2266 1,4 


a 


Nous considérons cette approximation comme absolument insuffisante, 
eu ‘égard à la précision des résultats expérimentaux actuels. C’est cepen- 
dant celle dont presque tous les auteurs se sont contentés jusqu'ici ; nous 
revenons plus loin sur certains de leurs résultats. 

D’autre part, la comparaison des rapports d’isotopie, différant entre 
eux de 1,5 % 


TQ. 


mo TQ, — 1,9680 


m 

Theor ~~ oe = ES z 
(ou TT indique le produit des quatre fréquences expérimentales) prouve 
que l’anharmonicité est beaucoup trop faible pour être la cause principale 
du désaccord. La conclusion qui s'impose donc est que les couplages ne 
peuvent être négligés dans la fonction potentielle. C’est pour bien établir — 
ce point, et par voie de conséquence la réalité physique des résultats qui 
vont suivre, que nous nous sommes étendus aussi longuement sur des 
résultats qui sont négatifs, tout au moins si l’on exige avec nous une 
précision au moins de l’ordre de 1% ; ceci paraît légitime en présence de 


(1) MANNEBACK, Ann. Soc. scient. Bruæ., B. 55, 237 (1935). 
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On se trouve ici en présence d’une difficulté identique a celle rencontrée 
plus haut : les huit équations donnent les fonctions symétriques des 
PLAT ’ 95 


| ei Pindétermination enn Ins] 
-siques analogues à celles qui ont déjà été fait 
visant à simplifier les calculs. Tout d’abord, nous conservons | 
métre h, qui exprime un couplage entre angles et côtés de l’hex: 
comme dans les calculs précédents nous annulerons x et À et not ÿ 
‘ajouterons p—0. La signification physique de ces hypothèses, discutée | ? 
déja plus haut, se lit immédiatement sur la formule (15) définissant — 
l’énergie potentielle: 

On peut essayer de déterminer un jeu de sept paramètres au moro des 
sept équations disponibles en partant de l’un des groupes de quatre para- 
mètres principaux approximatifs donnés plus haut et leur appliquer 
la méthode des variations linéaires qui a réussi pour le calcul des para- 
mètres de AA. Ici, cependant, on n’obtient pas de résultat satisfaisant en 
une seule opération, car, comme on va le voir, l’un des paramètres, h, 
d’abord négligé, est en fait trop grand pour permettre l'utilisation de 
variations linéaires. 

Nous avons trouvé préférable de rechercher d’abord la valeur exacte 
d'un paramètre. Posons d’abord. (ne pas confondre avec des notations 
analogues utilisées loc. cit. avec une signification différente) 


A,B,E = (do, B 8) 


AY, BY BY = (b’, B , 6) + 


CDD HE (E, D, D, ©) Vs ME 


Les quatre équations aux fréquences, une par développement 
de (18) pour C,H, et les équations analogues pour €,D,, où l’on explicite 
les rapports d — - mains et 8° — mu/M, permettent d'isoler le paramètre A’, 


par des transformations algébriques simples. On obtient l'équation 
cubique . 


+ 1+ 26%) AP —[ (044 +4 6%) g + glA + (5 — 7) A —i=0 
Ris Oe el RSS 


] id 
() Tous les paramètres doivent encore être affectés d’un indice S, pour les différencier 
des paramétres analogues des autres familles. 
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Les si représentent les fonctions symétriques de degré croissant des 
racines (voir plus haut). On a, numériquement, 


A% — 6,8136 A” + 9,9249 A’ — 4,0679 = 0 
dont la racine A’= 4,987 seule convient pour raisons physiques. On déduit 


_ ‘ensuite la valeur de A, puis des paramètres restants, et on passe ensuite 


» aux Jb' et finalement aux paramètres F, etc. de la fonction potentielle. 
… - (Tous en unités 10° x dyn/cm.) 


TABLEAU VI 

A'— 4,987 J'— 5,02%69 F— 7,546 

B'—  0,8286 B'— 0,8359 d,— 5,027 
: E= 0,0 G Henk À r=  0,8352 
A— 1,3007 Jo = 15,6084 G—  0,6818 

B— 0,8529 B= 1092%8 h, = — 9,583 

(20) e 

E—  0,3875 & =  à,6505 Ket 40 

C= 0 C= 0 A= 0 

D=  0,1500 G = 0,527 u,— — 0,8793 

Di = — 4,987 D'— —5,9269 v= 0,7161. 

H= 0,236 d6=  0,8055 p,= 0 


Le point le plus intéressant dans ce résultat est la valeur élevée du 
paramètre À exprimant le couplage des côtés avec les angles de l’hexagone 
déformé, suivant la définition donnée plus haut (15). Les quatre para- 
mètres principaux Æ, ©, 7, G sont du même ordre de grandeur que les 
paramètres de signification analogue trouvés précédemment. Nous con- 
sidérons l'existence physique du couplage «interne» de lhexagone C, 
représenté par le paramètre h comme bien élablie ; toutefois, nous admet- 
tons que les hypothèses faites en vue de la détermination des 5 couplages 


métréqu 


ne dépassant pas sensiblement 
une modification’ forte pour 


des paramètres aux quatre principaux seulement. Un test indispensal 
pour notre fonction potentielle consiste à recalculer les fréquences expé 


mentales qui ont servi à la construire. On trouve 2 
hs. 4? 741 | 

sn | : >” AR FES 

| _ Tagceau VII | + ie ae 

> Cols & 4 ~ Gy. tui I Ar Ey 

| calc. observ. erreur % . eale. observ. erreur % 

614 606 1,3 568 571 Les 
110 EN 178 RUN | . 876 867 = #0 
. 4599 1596 0,2 ‘4556 4558 —0,1 
eat DÉS ks oe OAS 0,0 2224 2264 0,0 


. L’allure, en grandeur et signe des résidus, plus importants pour les 
basses fréquences, s'explique en majeure partie par la correction qui a été 
faite en vue de rendre compatible les rapports isotopiques. On remarque 
que les résidus en % sont précisément de l’ordre de grandeur de lPanhar- 
monicité. Dans ces conditions, il n’y aurait aucun sens physique a essayer, 
par la méthode des variations linéaires ou des moindres carrés, d’amé- 
liorer le résultat. ÿ ; 


Comparaison avec les fonctions potentielles obtenues par d'autres 
auteurs. P 


R. CG. Lorp et D. H. ANDREWS (!) se sont servis des formules bien con- 
nues de E. B. Witson (*), lesquelles sont identiques, aux notations près, 
aux nôtres, lorsque tous les couplages y sont négligés.. Les auteurs 


() Jour. Phys. Chem., 41, 149 (1937). : 
(*) Phys. Rev. 45, 706 (1934). Si l’on rend au déterminant (39) de Wilson la forme 

symétrique. au moyen de simples multiplications des lignes et colonnes par des facteurs 

pumériques, on trouve identiquement notre déterminant (18), avec les définitions (19) où 

les couplages sont supprimés. Les formules (17) que nous avons utilisées pour notre 
vérification sont identiques au développement du déterminant de Wilson. 
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obtiennent, en transcrivant avec nos notations, H et D désignant des 
grandeurs obtenues séparément pour C,H, et CD, (unités 10° x dyn/em) 


Fa= 7,58 Fy = 7,62 
Du 5,05 d=— 5,11 
G — 0,65 | 

Fa = 0,76 PF = 0,78 


Les valeurs de F et © coincident avec'les nôtres pour S,, étant obtenues 
de la méme maniére. Les auteurs rejettent tout couplage et de plus 
adoptent a priori les mémes valeurs pour les constantes analogues 
FF, F—, Fs, Fs, etc., dans toutes les autres familles. G est tiré des rela- 
- tions entre les deux fréquences de la famille inactive A,, admettant, 
comme nous, pour l’une de ces fréquences la valeur 1000— 1 donnée par 
Kohlrausch ; dans ce calcul ; notre D— est posé égal à D, ci-dessus. 

Les valeurs de F sont obtenues à partir des trois modes AA, en portant 
les valeurs précédentes de F, ®, G dans les équations. Comme trois équa- 
tions ont servi à déterminer un seul paramètre, il faut vérifier la compa- 
tibilité des équations ; c’est ce que font les auteurs en recalculant les 
fréquences expérimentales, qu’ils disent retrouver à 1% près. Ce résultat 
peut paraître étonnant, eu égard à ce qui précède. Pour en juger, il suffit 
de calculer, au moyen des données des auteurs, les deux membres, qui 
devraient être identiques, de l’expression simple suivante (’), 


(R'Q'Q") = 3 PF + G) 

2  mMu 

déduite des équations (10) connues sans couplages. On trouve un désac- 
cord excédant 5 %. 

Enfin, tous les paramètres de la fonction potentielle simplifiée des 
auteurs étant maintenant connus, ils calculent les fréquences des quatre 
modes AS en donnant les résultats donnés dans la première colonne du 
tableau ci-après. Nous avons repris le même calcul, avec les données des 
auteurs et obtenons à partir des équations (17) les résultats divergents 
figurant en seconde colonne ; dans la troisième, se trouvent par compa- 
raison les valeurs expérimentales adoptées par les auteurs dans leurs 
calculs. (Fréquences en em 1). 


(1) En absence de couplages, notre K, est égal à F + G : comp. (8) ci-dessus et loc. cit. 
eq. 37” 
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° À Tagzeau VIII | jet 
CRM a eat ce an ay, CD, 


Calc. Err.| Notre Err. ; Calc. Err. |- Notre Err. | ; 
Ese A vérific. % - | Observ. Tihs % verific. % Observ. 
608 0.7 611 0.7 | 606,4 580 6.7 590 1.4 | 581,6 
1170 —0.5 1077 —8.5| 1176 863 0.8 181 —10.0| 869,8 
1645 3.1 | 1799 12.8 | 1595 1616 3.9 | 1743 12.0) 1555,4 


3107 1.9 3070 0.7 | 3048,3 2324 2.5 2307 1.8 | 2266,8 


Il est intéressant de comparer ces résultats avec ceux de MaNNEBAGK 
(1935), repris au tableau V. La différence essentielle porte sur la 
valeur de la constante F, caractérisant la liaison CC de l’hexagone ; comme 
on sait, c’est sur la fréquence aux environs de 1600 cm—1 que ce paramé- 
tre a le plus d’action, tandis que la valeur de la basse fréquence dépend 
essentiellement du paramètre G mesurant la résistance à la déformation 
des angles CCC de l’hexagone. 

Les deux autres fréquences sont avant tout dues aux mouvements 
relatifs des atomes H par rapport à l’hexagone C,. Le choix de Lorp et 
ANDREWS pour F se rapproche beaucoup plus de notre valeur actuelle 
Fs =7,546 que celui de ManneBack (1989), et cependant ces auteurs 
obtiennent une beaucoup moins bonne concordance pour la fréquence 
€ sensible » voisine de 1600. L’explication est claire : lorsqu’on néglige le 
couplage interne coté-angle dans C,, c’est-à-dire notre hs, il faut abaisser 
F de 7,5 à 5,8 (x 10° dyn/em) environ, pour pouvoir retrouver une 
concordance admissible avec la fréquence vers 1600 em, Mais si lon 
tient compte du couplage, comme nous l’avons fait, la valeur réelle de F 
se relève aux environs de celle donnée par Lord et Andrews. Cette discus- 
sion éclaire encore mieux le rôle du couplage hs. 


Fonction potentielle de 0. Repiicu et W. Srricks ('). 


Ces auteurs ont calculé les six fréquences des molécules para-C,H,D, et 
para-C,l,D, (1, 2, 4, 5) obtenues par la combinaison des modes S, et AS. 

Nous reprenons ce problème plus loin. Ils ont d’abord recherché une 
fonction potentielle satisfaisante pour C,H, et G,D,. Comme précédem- 
ment, Fet ® ont été obtenus à partir des modes S,. Ensuite, utilisant 
pour les quatre modes AS les formules connues de E. B. Wilson, iden- 
liques aux nôtres sans couplage, ils obtiennent G et F en ne se servant que 
des deux dernières équations (celle donnant la somme des triples produits 


(1) Wien. Ber. ILb, 145, 394, (1936). 
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et celle donnant le quadruple produit des carrés des fréquences), où les 


valeurs déjà obtenues pour F'et © ont été substituées. Ils obtiennent 


ainsi, en unités habituelles 
Pe 7,98 0:09 G= Ol Poor 


Recalculant les fréquences AS à partir de cette valeur, ils trouvent des 
écarts avec les fréquences observées de l’ordre de ceux indiqués dans le 
tableau précédent, ce que ces auteurs reconnaissent comme excessif pour 
le calcul des fréquences des substitués. On a ainsi, une fois de plus, la 
preuve de la nécessité des couplages. Rédlich et Stricks considèrent à cet 
effet l’équation déterminante (18) donnée plus haut. Comme sept fré- 
quences indépendantes AS fournies par C,H, et C.D, ne suffisent pas à 


déterminer les 10 paramètres Jb, @, etc., les auteurs font Phypothése 
ingénieuse (mais non établie) suivante, qui leur permet d’annuler 4 de ces 
paramètres : les fréquences (en cm—!) 606 et 3048 de C,H, et les corres- 
pondantes de C,D, correspondent à des mouvements purement radiaux, 
et les fréquences 1176 et 1596 à des mouvements purement tangentiels 
des atomes dans la molécule, ces termes étant entendus par rapport aux 
cercles circonscrits aux hexagones réguliers C, et H,. lls font remarquer 
que leur hypothèse entraine théoriquement que deux des fréquences 
calculées pour para-C,H,D, doivent être identiques aux deux fréquences 
1596 et 1178 chez C,H,; or, l'expérience donne deux fréquences para 
1576 et 1173. D'ailleurs, comme on peut le voir plus loin, l’ensemble du 
calcul de Repcicx et Srricks pour les deux molécules para est en aussi 
bon accord avec l'expérience que celui que nous ferons à partir de notre 
fonction potentielle. La comparaison ci-dessous montre cependant une 
grande différence entre la fonction potentielle des auteurs et la nôtre ; 
nous avons exprimé les paramètres des auteurs en fonction des nôtres, 
pour faciliter la comparaison (unités x 10° dyn/cm). 

Pour juger de la valeur de la fonction potentielle de REDLICH et STRICKs, 
comparée à celles d’autres auteurs, nous donnons également les valeurs 
des fréquences recalculées en cm— et les écarts en °/, avec les valeurs 
observées des auteurs. 


TaBLeau IX 


Cel, CDs 
calc. obs. erreur °/o | calc. obs. erreur &/o 
2: _ = | = = a 
610 607 0.5 579 582 0.5 
1203 1176 à a 854 870 1.8 
1576 1596 Ane, | 1565 1558 0.4 
3049 3049 0.0 | 2267 2266 0.0 


eB 21 Vs =. 0.05 | rye ges -0.87 j ti ves Aes lank 


ae 


Ce qui apparaît d’abord, c'est la valeur trés élevée de couplage hc 
binée avec une valeur anormalement élevée de F, comprise entre celle EE | 
térisant les liaisons C= C et C=C dans l’éthylène et l’acétylène. Or, ilest 

maintenant bien établi que la liaison CC dans le benzéne est intermédiaire 17 
entre C—U et C=C, plus voisine de cette dernière. “ 

Il n’en reste pas moins que, du point de vue mathématique, et invitees 
Pemploi qui en a été fait (!), la fonction potentielle de REDLICH et STRICKS 
était la plus précise obtenue jusqu'ici. 

Comment, dans ce cas, concilier la coexistence de la fonction potentielle 
des auteurs et la nôtre ? Simplement, en remarquant que les équations 
aux fréquences (ici de degré 4) entre les paramètres de la fonction poten- 
tielle étant algébriques, nécessairement plusieurs solutions algébriquement 
équivalentes sont possibles. Toutefois, pour des raisons physiques, la 
principale étant la concordance des ordres de grandeur des résultats avec 
d’autres analogues bien établis pour la même molécule ou des molécules 
de type voisin, on n’aura en général (*) aucune difficulté à choisir la 
solution physiquement admissible parmi celles mathématiquement possi- 
bles. L’exemple suivant est instructif. 

Les équations aux fréquences (2) de la famille S,, où l’on se donne 
numériquement les valeurs des fréquences, conduisent aux deux expres- 
sions D+/u et F+/M racines de l'équation du second degré °—s,À+ s.. 
mlu= 0, le couplage p étant négligé et s, et s, étant la somme et le 
produit des carrés des fréquences X 27. Rien, du point de vue mathéma- 
tique, ne permet d'identifier ®*/u à l’une des racines plutôt qu’à l’autre ; 
seule une considération d’ordre physique impose le choix. 

La seconde partie de ce travail contenant l'application de notre fonction 
potentielle au calcul des fréquences propres des molécules sym. C,H,D,, 
para. G;H,D, et age CHD, pee dans le cues fascicule. 


(1) U faudrait, en effet, être sûr que la fonction de Redlich et Stricks conduit également 
à un résultat satisfaisant pour d’autres substitués. p. ex. sym — CH,D,. Nous n'avons pas 
effectué cette vérification. 


() Nous signalons une exception dans le cas des vibrations gauches du benzéne, sujet 
sur lequel nous comptons revenir prochainement. 
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Determination des périodes des radiorhodiums 


et radioargents obtenus par les neutrons lents 


PAR 


J. B. RAJAM, P. C. CAPRON * et M. DE HEMPTINNE 


SOMMAIRE 


Les méthodes de calcul et les corrections sont étudiées en connexion avec 
l'étude des radioargents et radiorhodiums. Les valeurs obtenues pour les 
différentes périodes sont : 


Rh = 4.34 + 0,06 min. 
44,6 + 0,8 sec. 


Ag — 2.44 + 0,06 min. 
24,2 + 0,5 sec. 


I. DETERMINATION DE LA PÉRIODE DES SUBSTANCES RADIOACTIVES. 


La loi exponentielle qui régit les changements radioactifs est 

exprimée par 
Lediligot 4 (1) 

où I, est l'intensité radioactive à l’instant f, I, l’intensité radioactive 
au temps ¢ = 0, et À est la constante de désactivation. 

Le temps nécessaire pour réduire l’intensité initiale de moitie est: 
appelé la période de désactivation et est désigné par T. 
log, 2 (2) 


II. LA DÉTERMINATION DES PÉRIODES TRÈS COURTES. 


La détermination des périodes comprises entre quelques secondes 
et quelques minutes est un problème délicat. Il faut prendre diverses 


* Associé F. N. R.'S. 
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précautions particulières tant en ce qui concerne l'expérience, qu'en 
ce qui concerne l'interprétation et les corrections à appliquer aux 
résultats expérimentaux eux-mêmes. Ces différentes précautions peu- 
vent être cataloguées comme suit : 

A) Sensibilité de l'appareil utilisé; 

B) Manière de conduire l'expérience; 

C) Corrections à appliquer; 

D) Méthode d'évaluation de À et T à partir des données expéri- 


mentales. 


A. Sensibilité de l'appareil utilisé. 


Les appareils de détection et d'enregistrement ont évidemment 
une grande importance, surtout lorsque les radioéléments considérés 
ont des périodes très courtes. On doit alors demander aux appareils 
une grande fidélité pour suivre de très près et correctement les chan- 
gements rapides dans les activités. Certains auteurs, tels Dubridge et 
coll. (1) et Moussa et Laurent (?) ont essayé de perfectionner le système 
d'enregistrement. Dans le cas présent, nous avons employé un comp- 
teur de Geiger-Müller couplé avec un amplificateur Neher et un 
«scale of eight » Wynn Williams. 


B. Manière de conduire l'expérience. 


a) Nature de l'intervalle de mesure. 

En vue d'évaluer À et d’en déduire T, on mesure la chute de la 
radioactivité à intervalles déterminés. La grandeur de ces intervalles 
est un facteur qui influence grandement la précision des résultats. 
Peierls (3), étudiant ce facteur, conclut que pour la détermination de À 
avec un minimum d'erreur, l'intervalle doit être plus petit que 0,3 T. 
L'intervalle doit aussi être de cet ordre de grandeur pour pouvoir 
appliquer l’importante correction de Volz-Schiff (*) pour le temps 
de résolution du compteur, dont on parlera plus loin. Cet intervalle 
petit, égal ou plus petit que T /3 ou T'/4, est requis pour que la source 
puisse être considérée comme pratiquement constante pendant ce 
temps, condition nécessaire pour éviter des corrections trop compli- 
quées. 


Par conséquent, dans l'exemple concret de la période du radioar- 


1 


(") DUBRIDGE et C°. : Phys. Rev. 1938, 53, 447. 

(?) Moussa et LAURENT : J. de Phys. 1938, 6, 245. 

(3) PEIERLS : Proc. Roy. Soc. 1935, 149a, 467. 

(4) Vorz-Scuirr : Z. f. Physik. 1935, 93, 539. Phys. Rev. 1936, 50, 88. 


RE 


oe b) Répétition des mesures en vue de réduire les erreurs dues aux = 
Poe radioactives. | 


Le nombre de particules émises par une substance ane A : 
soumis à certaines fluctuations. Aussi, la loi exponentielle qui repré- 
| sente le phénomène radioactif approche de plus près la réalité au . 
_ fur et à mesure que le nombre d’atomes considérés est plus grand. 
Mais, dans les expériences actuelles où l'on n enregistre qu’un nombre 
relativement petit de particules, une erreur statistique subsistera 
toujours. I/ expérience devra réduire cette erreur au minimum, en se 
__ rappelant que la précision relative atteinte croît en proportion du 
nombre de particules comptées, ainsi qu’en fonction de la répétition 
_ des diverses séries de mesures, ceci réduira d’autant l'erreur finale. ; 
4 En pratique, il est clair que les conditions expérimentales imposent 
une limite au nombre de particules dénombrées, spécialement dans le 
cas d’une faible source de radioéléments, et que l’erreur statistique ne 
peut pas être minimisée sans limite dans cette direction. Mais d’autre © 
part, on peut améliorer le résultat en répétant les mesures dans des 


= 


conditions identiques et en les combinant pour le calcul des résultats. 
“4 De telles répétitions de mesures sont faciles à faire dans le cas de 
4 courtes périodes. Souvent 3 ou 4 répétitions de mesures seront suffi- 
ee santes. | 

4 


x 


c) Corrections à appliquer. 


> 


La quantité de coups enregistrés à un moment donné par le compteur 
ne correspond pas réellement à la quantité de particules traversant 
le compteur. Pour obtenir cette dernière valeur, il faut faire des cor- 
rections portant sur le zéro naturel et sur le temps de résolution de 
l'appareil. | 


\ 


1. ZÉRO NATUREL. — Celui-ci est dû au rayonnement cosmique 
et aux impuretés radioactives qu’il est impossible d'éviter. Ordinaire- 
ment, on soustrait des lectures le zéro moyen obtenu en mesurant le 
zéro avant et après l'expérience. Étant donné son origine le zéro n “est 
pas rigoureusement constant. Il faudra tenir compte de ce fait. 


2. CORRECTION POUR LE TEMPS DE RÉSOLUTION DE L'APPAREIL. 
On sait que les compteurs de Geiger-Miiller, jouissent d'un temps 


sera de plus € en eine ‘défectuenx: au fur et a mesure ir le nom 
particules ionisantes est plus grand. | 

Le temps de résolution d’un compteur peut être défini 01 
petit intervalle te temps requis, pour que, deux particules, arrive 
successivement au compteur, la deuxiéme puisse être dûment « it 
gistrée. Il y a donc un temps mort aw lequel une particule tony 
vant au compteur ne peut être détectée. L'inverse du temps de 
résolution est appelé pouvoir de résolution. ee 

En pratique, le temps de résolution ou le pouvoir de résolution ne se 
rapporte pas seulement au compteur Geiger-Miiller, mais à tout 
l'appareil, c’est-à-dire au compteur G.-M., à son amplificateur et au 
système enregistreur. Dans le cas présent, BD compteur G.-M., l’ampli- 
ficateur Neher et le « scale of eight » Wynn pins CHARRET ‘une 
unité avec un temps de résolution propre. 

Pour comprendre plus aisément en quoi consiste le temps de résolu- 
tion de l'appareil, on peut considérer — pour plus de clarté — l'appareil © 
comme formé de 3 unités : 

— le compteur G.-M. et son circuit Neher; 

_— l’amplificateur et le scale; 

— lenregistreur mécanique. 

Le compteur G.-M. a un temps de désionisation propre (1). C’est le 
temps nécessaire au champ électrique pour extraire les ions positifs 
lorsque la décharge est finie. Il dépend de la nature du gaz, de la mobilité 
des ions, des dimensions du compteur, etc... Lysbede et Madsen (?) 
ont mesuré ce temps expérimentalement, et trouvent qu il est de l’ordre 
de 10~ secs pour les compteurs remplis d’air. Les compteurs à hydro- 
gène sont plus rapides. 

Le temps de décharge est le temps compris entre la formation de 
la premiére paire d’ions causée par le passage d’une particule ionisante 
a travers le compteur et la chute du potentiel à sa valeur minimum. 

Le temps de restitution est le temps nécessaire pour que la tension 
ait repris sa valeur primitive de sensibilité. 

Le temps de décharge ne dépend pas seulement du compteur de 
Geiger, mais aussi du circuit Neher qui joue le rôle d’extincteur. 


>" 


(1) LarrsCHUrZz et DUFFENDACK : Phys. Rev. 1938, 54, 714. 
(2) LYSBEDE et MADSEN : Z. f. Physik. 1938, 108; 777. 
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eee sera ésibtes ea faible oun étre te ASC le it 
scale, qui a un seuil assez élevé. we 


_ Enfin, si nous ne considérons que les impulsions mere 


grandes pour être enregistrées par le scale, l’enregistreur mécanique 
_ final introduira de nouvelles limitations lorsque sa vitesse de fonc- 
ionnement n’est pas assez grande. 


on onde POUR LES ERREURS DUES AU TEMPS DE RÉSOLUTION . 
DU SYSTÈME D'ENREGISTREMENT. | 

Schiff (1. c.), à partir de considérations simples appliquées au cas 
d’une source constante, dérive la relation suivante : . 
no D . 
Ci 


où # est le nombre de coups enregistrés dans un intervalle de temps é, 
n, le nombre de particules qui arrivent effectivement au compteur 
pendant le même intervalle et D est le temps de résolution (?). : 
En considérant le temps d'observation comme unité, la relation 
devient : . 


ae Ne _ eo? (4) 


Evaluation du temps de résolution D. 
En partant de l'équation (1) on trouve : 


No 


n 
D=1 = 
nN 08. = 


En portant -° en abscisse et uD en ordonnée et en calculant les va- 
nN 


(1) », comprend aussi le zéro et D ne s'applique pas seulement au compteur 
G.-M. mais aussi à tout le système. 


maximum, moment où l 
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Evaluation de la correction. 


La courbe ci-dessus fig. 1 permet de trouver la‘ correction applicable 
a chaque cas. En pratique il est plus aisé de dessiner un nomogramme 
en employant l'équation originale » = m, e~"°» comme Guében l’a 
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suggéré (*), à partir de quoi on peut lire directement la valeur corrigée, 


Il faut se rappeler que les coups enregistrés comprennent le zéro et 


que celui-ci étant souvent très petit, il suffit de le soustraire de la 
valeur corrigée. | 

Il est clair que seule la première partie de la courbe doit être envi- 
sagée, puisque dans la seconde partie le compteur se bloque. 

La correction n'est applicable qu’à une source constante ou légère- 
ment variable, La correction devient plus compliquée pour une source 
variant rapidement, le zéro restant constant, ce dernier cas est égale- 
ment traité dans le travail de Schiff. 

La condition exigée est que la source puisse être considérée comme 
constante, pendant de courts intervalles. Ceci est sensiblement le cas 
pour des observations faites en des intervalles de temps plus petits 


que T/3.ou T /4. 


La correction est certainement légitime, comme l’ont montré de 


_ nombreux auteurs tels : Guében (1. c.), Todd et Hamblin (?), Lifschutz 


et Duffendack (1 c.) et nous-mêmes. 


Limites d'application de la correction. 

En pratique en dessous de 50 coups, soit 400 impulsions par mi- 
nute, la correction est négligeable et n’a pas été appliquée. D’autre part 
lorsque le nombre de coups par minute est très grand, certains auteurs 
craignent d'appliquer la correction parce que trop importante. Toute- 
fois les expériences présentes et celles de Lifschutz et Duffendack 
montrent que la correction peut étre toujours appliquée avec précision. 
Dans notre cas la vitesse limite est de 800 coups, soit 6400 impulsions 
à la minute, et la correction a été appliquée jusqu’à 6000 impulsions. 


D. Evaluation de À et T à partir des données expérimentales. 


Les données expérimentales, auxquelles ont été appliquées les 


corrections dues au zéro et au temps de résolution sont encore affectées | 


des fluctuations intrinsèques aux désintégrations radioactives. Nous 
avons déjà vu que ce facteur d’erreur peut être minimisé par l'emploi 


‘de différentes séries de mesures faites dans des conditions identiques. 


Enfin pour obtenir À et T'avec le plus de précision possible on applique 
le calcul de la méthode des moindres carrés. 

Dans la méthode ordinaire la même importance est attribuée à tous 
les points expérimentaux. Or, plus petite sera la valeur de l'intensité, 


(1) GUÉBEN : Bull. Soc. Roy. Sc. Liége 1938, IT, 561. 
(2) Topp et HamMBLIN : Phil. Mag. 1937, 572. 
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plus grande sera pour un dI donné l'écart du point qui représente I 
sur l'échelle logarithmique. Cette grande différence logarithmique 
aux petites valeurs de l'intensité aura une influence exagérée sur l’in- 
clinaison de la droite obtenue par la méthode des moindres carrés. 

Tenant compte de ce fait, Moussa et Laurent (1.c.) ont appliqué 
une méthode dans laquelle chaque point expérimental est corrigé 
de telle sorte que non pas (log I, — log I, + M}? mais (I, — I, e— M)? 
soit rendu minimum. LE 

Dans cette méthode chaque point expérimental est considéré avec 
son poids statistique. | 

Ces auteurs ont étudié par cette méthode le radioargent, et obtien- 
nent des résultats légèrement différents de ceux admis jusqu'alors. 
Ils pensent que leur valeur est la meilleure et que cette amélioration 
est due à l'introduction du « poids statistique » dans la méthode des 
moindres carrés. 


III. Le but du présent travail est d'étudier la technique de la déter- 
mination des courtes périodes, et aussi de contrôler l’arrangement 
expérimental en ce qui concerne les limites supérieures et inférieures 
d'enregistrement ce qui corrigera en partie les données fournies à ce 
sujet par l’un de nous lors d’une première mise au point (+). Pour un 
compteur G.-M. fonctionnant avec un circuit Neher certains admet- 
tent un enregistrement de 2X 10 particules à la minute. Suivant 
Wynn-Williams (?) le «scale of eight » est capable d'enregistrer jusqu’à 
75 000 coups minute, tandis que suivant Lewis (?) la limite pratique 
est réduite à 1500 coups minute avec une perte de 2 % et une possi- 
bilité de « jamming » 

Pour se mettre à l'abri d'erreurs, les données expérimentales corri- 
gées sont représentées graphiquement. On voit ainsi immédiatement 
que les points expérimentaux pour les intensités faibles sont très 


éloignés de la droite. Ceux-ci ne sont pas pris en considération dans le 
calcul. 


IV. CHOIX DU RHODIUM ET DE L’ ARGENT. 


Le rhodium comme l'argent présentent chacun deux radioactivités B 
lorsqu'ils sont irradiés par les neutrons lents. Les deux périodes du 


() P. CAPRON : Physica, V, 882, 1938. 
(1 WYNS-WILLIAMS, 1932, 136A, 312. 
(3) Lewis : Proc. Camb. Phil. Soc., 1934, Octobre. 
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rhodium sont dues aux isoméres de l’isotope Rhl%, tandis que pour 
1 argent elles sont attribuées respectivement à l’isotope Ag! et Ag? 
Rh! gl his Rh, (45 sec) 
Rhy, (4.3 min) 
Agi) + ns — Aglt (2.5 mins) 
Ag + 1, —> Ag (24 secs) 


Le tableau suivant donne les valeurs trouvées jusqu’à ce jour. 


RHODIUM 
Auteurs Périodes Référence 

1) Amaldi et coll. 3.9 min 44 sec Proc. Roy. Soc. 1935, 1494, 522 

2) von Halban . 42 » 45 » Congrès Intern. Paris 1937 

3) Reddeman 4.0 » 40 » Naturwiss. 1938, 8, 125 

4) Baschwitz 4.0 » 44 » J. de Phys. 1938, 3, 143 

5) Nahmias et Schiff 4.2 » 44 » J. de Phys. 1938, 4, 140 
ARGENT 


1) Amaldi et coll. 2.3 min 22 sec Proc. Roy. Soc. 1935, 149A, 522 
2) Miiller 24+0.1 2241 Naturwiss. 1937, 25, 251 
3) Dubridge et coll. 2.41 Phys. Rev. 1938, 53, 447 
4) Moussa et Laurent 2.5+0.03 23.941 J. de Phys. 1938, 6, 245. 


Les valeurs les plus récentes semblent étre 4.2 min. et 44 sec. 
pour le Rhodium et 2.5 min. et 24 sec. pour l’Argent. 

Enfin, les grands écarts dans les activités des Rhodium et Argent 
irradiés par les neutrons lents permettent aussi d’étudier l'efficacité 
de l’appareil. 

Avec nos conditions expérimentales nous avons comme activité 
initiale. 


45 sec 4.3 min 
Rh: 4000 coups /minute 490 coups /minute 

24 sec 2.5 min 
Arg : 2200 coups /minute 350 coups /minute 


Avec de telles intensités initiales on peut aisément calibrer l’appa- 
reil pour les faibles et grandes vitesses d’enregistrement. Pour le rho- 
dium on a appliqué la méthode de Moussa et Laurent et la méthode 
ordinaire où les points expérimentaux ultimes trop écartés de la ligne 
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DRE Geiger-M: iiller de méme que Vamplificateur 
«scale of eight » sont fournis par « Philips » à Eindhoven. — 

Le compteur G.-M. est de 6 cm de long, 2 cm de diamètre et re is 
seur de la paroi d'aluminium est de 0.15 mm. 

Le zéro de l’appareil est le même que celui trouvé précédemment 
par l’un de nous (Capron, /. c.), soit de 20 à 24 coups par minute. | es 

Le circuit Neher-Harper et le «scale of eight» nous permettent _ | 
d’intercepter environ 5000 particules-minute sans «jamming» et 
avec une perte de 5 % seülement. né 

La source de neutrons Radium-Beryllium (100 m c) est contenue 
dans un tube métallique de 1.5 cm de long et de 4.4 mm de diamètre. 
Pour la facilité, le Radium-Beryllium est enfermé au bout d’un long 
tube de pyrex. On emploie deux cylindres de paraffine de 22 cm de 
diamètre et de 15 cm de haut. La source est placée à 2.5 cm en dessous 
de la surface du premier cylindre et la substance activée enfermée 
entre les deux cylindres. 

Les substances activées sont sous forme de plaques métalliques 
ayant les dimensions suivantes : 


Rhodium : surface (6X5), 0,0254 cm d'épaisseur, 9. 505 gr, 0,3168 
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gr /cm?. 

Argent I : surface (5x4), 0, 0203 cm d'épaisseur, 4. 267 pt Al. 2133 
gr /em?. 

Argent II : surface (5x 4.1), 0,050 cm d'épaisseur, 10,782 gr, 0,526 
gr /em?. 


VI. DÉTAILS EXPÉRIMENTAUX. 


1. Détermination pratique du temps de résolution de l'appareil. 


On approche de l'appareil une source constante et intense de radii 
et on mesure le nombre de coups par sec. à différentes distances. Ce 
nombre croît jusqu’à un maximum et diminue ensuite. En.répétant 
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cette opération et en prenant la moyenne des maxima on obtient 
le maximum d'enregistrement. On vérifie cette donnée en laissant 
fonctionner l'appareil pendant 1 heure et aussi en composant les 
» données obtenues par différentes résistances et potentiels de grille. 
3 On obtient ainsi : : ra 


+ 
- * Résistance grille Potentiel grille dé oil mi nome e pe 
» : : HOME À maximum vésolution 
La 6 megohms div. 46 826 coups /min 0.0269 sec 
2 megohms _ div. 55 -810 0.0272 sec 


Ceci prouve que le temps de résolution demeure pratiquement con- 
stant, soit 0,027 sec. Ce temps 0.027 sec doit être divisé par 8 pour 
obtenir le temps de résolution vrai, puisque pour le «scale of eight » 


il n’y a qu’un enregistrement pour 8 particules arrivant au compteur. 


Le temps de résolution = et = 0.0034 sec 


; , : Gu, ; 
et le pouvoir de résolution = 0,0034 à la seconde. Ceci est en accord 


avec d’autres publications récentes (1). 
C’est évidemment une valeur limite et en pratique les expériences 
furent faites en utilisant comme intensité initiale de 6000 à 8000 par- 
' ticules minute. 


2. Procédés de mesure. 


Pour le rhodium, comme les périodes sont de 40 sec et de 4 min 
environ, les lectures sont faites toutes les 5 sec pendant les cinq pre- 
miéres minutes et toutes les 30 sec pendant le reste du temps, jusqu'à 
la 20™e minute. Dans le cas de l’Ag, ayant les périodes de 25 sec et 
de 2,5 min, les lectures sont faites toutes les 5 sec, pour les 4 pre- 
miéres min et toutes les 15 sec jusqu’à la 15mM€ minute. 

Aux grandes vitesses d’enregistrement, jusqu’à 50 coups/minute 
environ, il n’est pas possible de suivre l'allumage et l'extinction des 
thyratrons et de compter par conséquent les particules individuelles. 
Pour ces vitesses, cela n'apporte pas d'erreur appréciable. Aux vitesses 
plus petites on compte les particules individuelles. : 

On fait plusieurs séries d'expériences en changeant le temps d’acti- 
vation, l'intervalle d'observation, la distance de la substance active 
au compteur G.-M., et l’épaisseur de la plaque. Dans le cas de l'argent, 

. chacune des séries comprend de 3 à 6 mesures répétées dans les mêmes 
conditions. Leur moyenne est utilisée pour le calcul. 
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_Les durées d'activation furent les suivantes : pour une première 
série d'expériences la durée d'activation est prise très courte, environ 
1 minute. Le but était de réduire les périodes très actives, c’est-à-dire, 
45 sec pour le Rh et 25 sec pour l’Ag. Il faut s'attendre à une faible 
précision pour les mesures effectuées de cette manière. 

Pour une deuxième série la durée d'activation est de 30 min. Dans 
ce cas l’isométe du Rh dont la vie est de 45 sec et les deux radio-argents 
ont atteint leurs saturations. Le radio-rhodium de vie 4,3 min a atteint 
98 %. Dans une troisième série d'expériences la durée est très longue : 
2 heures. Dans ce cas l'activation est complète. 

Dans les deux dernières séries de mesures, les activités initiales 
étant très grandes, on ne commence les mesures qu'après 50 sec pour 
le Rhodium et 20 sec pour l’Ag. 


3. Détermination des périodes. 


a) Longue période. Les mesures destinées à déterminer les longues 
périodes du radio-rhodium et radio-argent ont débuté respectivement 
à la 450me sec et à la 270™e seconde. Ceci évite toute influence de la 
courte période sur la détermination de la période longue. Après avoir 
soustrait le zéro on porte le logarithme du nombre d’impulsions en- 
registrées en ordonnée, et en abcisse les valeurs du temps f. On écarte les 
derniers points qui, comme nous l’avons déjà dit, fluctuent trop fort. 
Utilisant les autres points, on calcule la droite par la méthode des moin- 
dres carrés et on en déduit la période de l’élément. 

Les droites T, des figures 2 et 3 sont celles obtenues pour l’Ag et le 
Rhodium. 


b) Courte période. Les mesures commencées dès le début de l’ex- 
périence se poursuivent jusqu’à la 300™* sec pour le Rh et jusqu’à 
la 150me sec pour l’Ag. On applique à ces mesures la correction de 
Shiff due au temps de résolution. Les mesures corrigées contiennent 
les deux périodes. On en soustrait la valeur calculée pour la longue 
période, ainsi que la valeur du zéro. Le logarithme des activités de 
la courte période est alors représenté graphiquement en fonction 
du temps et les derniers points qui fluctuent trop fort sont négligés. 
Ceci sera le cas en particulier pour les valeurs de l’ordre de grandeur 
de la correction due à la longue période et au zéro réunis. 

Le tableau I donne les résultats obtenus pour diverses séries d’expé- 
riences. Pour le Rhodium on a fait une comparaison entre la méthode 
ordinaire des moindres carrés et la méthode dite des poids statistiques. 
Le lecteur se rendra compte de l’équivalence entre les résultats obtenus 
par les deux méthodes. Les figures 2 et 3 donnent les graphiques ob- 
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ie calculées, c’est-a- -dire l'activité du produit st Rips: ot is 
ant un temps infini à l’action des neutrons. ‘Tl donne égalemer t 
pport entre les activités des deux périodes. | 


a A aerate ~~ 


” “Les résultats de nos mesures nous portent a attribuer au Rhet à 
‘Ag les périodes suivantes: mr 


Rh Ti—434—+0,06min et T;= 446 + 08sec 
Ag T = 2,44 + 0,06 min ; et Ty = MATE 05 sec | a 


Il faut noter que nos résultats pour 1’ argent sont en parfait accord 
avec ceux de Moussa et Laurent bien que nous n° ayons pas appliqué 
pour ce corps la méthode statistique de calcul. Leurs valeurs” sont 
BN pata a, ala Ss 


Remarques. - — a) En Réal les teste tés des Peters séries sont 


= moins bons, parce que la durée d'irradiation est trop petite. 
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2) Il y a de nombreuses précautions a 
l'évaluation des courtes périodes. | 
3) Il y a de grands avantages à faire plusieurs expériences dans les 


prendre dans la mesure et 


_ mêmes conditions. 


4) Tl faut noter l'importance du choix de 1’ intervalle abbsekvation? 
de la correction de Schiff et de l’examen graphique des données avant 
de les introduire dans le calcul. 

5) La méthode statistique des moindres carrés peut devenir impor- 
tante quand le nombre d’intervalles utilisés est très grand et s'étend. 
à de petites vitesses. 

En terminant nous tenons à exprimer notre vive gratitude au Pro- 
fesseur J. Maisin, Directeur de l’Institut du Cancer, qui a mis à notre 
disposition la source de neutrons nécessaire à ce travail. 

Nous remercions également le Fonds National de la Recherche 


Institut de Physique. 
Département de Physique Nucléaire. 
Université de Louvain, 
Louvain - Belgique. 
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IV. — F. Kaisin et E. de Pierpont. Hydrogéologie des Calcaires de la Belgi- 
que. Un vol. in-8° de 111 pages, avec 35 fig. et un plan hors texte (1939) :en 
Belgique, fr. 12,00 ; en France, fr. fr. 15,00 ; autres pays, belgas 4,00. 


MONOGRAPHIES MÉDICALES 
I, — M. Schillings. Le rein en fer à cheval. Un vol. in-8° de 104 pages, avec 


8 planches hors-texte (1998) : en Belgique, fr. 35.00 : en France. fr 
fr. 35,00 ; autres pays, belgas 11,00. que, 00 ;  “ÉCUN 


UT. — P. Van Gehuchten. La pathologie du système pallido-strié. Un vol. in-8° 
de 52 pages, avec 8 planches hors-texte (1930) : en Belgique, fr. 12,00 ; 
en France, fr. fr. 12,00 ; autres pays, belgas 4,00. ; 

MONOGRAPHIES DES SCIENCES ECONOMIQUES 

I, — A. Henry. La structure technique de agriculture belge et ses particu- 
larités en Wallonie et en Flandre. Un vol. de 66 pages |. . fr. 10,00 

Il. — A. Henry, Les variations régionales de l'Agriculture en Belgique. Un 
vol. de 50 pages Ve SONT REP RER : fr. 65,00 

II]. — A. Delpérée. La réglementation convention , ou 

4 1 4 nelle des conditions - 
vail en Belgique. Un vol. de 200 pages. LOVE ra 
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Louvain. — Etabliss. Fr. CEUTERICK, rue Vital Decoster, 66, 


